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On 



s'est proposé dans cet ouvrage d'offrir un genre de calcul qui 
embrasse la théorie des suites, et dont le calcul différentiel n'est qu'un 
cas particulier : il fournit des procédés qui abrègent des opérations labo- 
rieuses , et des formules qui facilitent les recherches dans des matières 
compliquées ; il sert à lier entre elles plusieurs branches de l'Analyse : 
appliqué à une assez grande variété d'objets , il m'a conduit directement, 
et le plus souvent sans peine , à des résultats , dont plusieurs me paroissent 
nouveaux, et d'autres présentés sous un aspect nouveau. 

Cette méthode de calcul est fondée sur une manière générale de 
■ •considérer les quantités comme dérivant les unes des autres ; c'est ce 
^ qui me Ta fait nommer Calcul des dèrwations. 

'^ Pour se faire une idée des dérivations , on observera que des quantités 
^ ou des fonctions qu'on déduit les unes des autres par un procédé uniforme 
d'opérations , sont des quantités dérivées ; telles sont les différentielles 
successives. On peut étendre cette idée en considérant des quantités qui 
dérivent les unes des autres, non en elles-mêmes, mais seulement dans 
les opérations qui les assemblent et les lient entre elles ; les quantités 
elles-mêmes étant quelconques , arbitraires , indépendantes. Ainsi , en 
supposant que de plusieurs lettres différentes la première entre seule 
dans une fonction, tandis que les deux premières entrent dans la dérivée 
de cette fonction , que les trois premières entrent par la même loi dans 
la dérivée de cette dérivée , et ainsi de suite ; on aura des dérivées dans 
le sens étendu que je leur ai donné. Ici les quantités désignées par les 
lettres différentes ne dérivent pas les unes des autres ; et les dérivées 
que je considère sont moins des dérivées de quantités que dies dérivées 
d'opérations , comme l'Algèbre est moins un calcul de quantités que 
d'opérations arithmétiques ou géométriques à exécuter sur les quantités. 
La dérivation est l'opération par laquelle une dérivée est déduite de 
celle qui la précède ou de la fonction. La méthode des dérivations en 
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général consiste à saisir la loi qui lie les assemblages de quantités quel- 
conques les uns aux autres , et à se servir de cette loi comme d'un moyen 
de calcul pour passer de dérivée en dérivée. 

Pour former Talgorithme des dérivations, il a fallu introduire des signes 
nouveaux ; j'ai donné une attention particulière à cet objet , persuadé que 
le secret de la puissance de l'Analyse consiste dans le choix et l'emploi 
heureux de signes simples et caractéristiques de la chose qu ils doivent 
représenter (*). Je me suis prescrit à cet égard les règles suivantes : i.^de 
rendre les notations le plus qu il étoit possible analogues à des notations 
reçues ; 2.*^ de ne point introduire de notations inutiles et que j'auiois 
pu remplacer sans confusion par des notations déjà en usage ; 3,o de les 
choisir très - simples , en y faisant entrer cependant toutes les variétés 
qu'exigeoient les différences des opérations. 

Après cette idée générale de la méthode, jetons un coup d'œil sur 
les matières traitées dans cet ouvrage. 

Le calcul différentiel donne avec tant dé facilité le développement en 
série des fonctions de binômes, quil est naturel de désirer une méthode 
qui s étende avec la même facilité à des fonctions de polynômes d'un 
nombre de termes quelconque. M' étant proposé cette recherche , je fis 
varier les coëfficiens des termes des polynômes , en les regardant comme 
dérivant les uns des autres , lors même qu'ils étoient indépendans. Cette 
considération me conduisit à la méthode générale de développement 
que j'expose dans les trois premiers articles , qui forment comme la 
première partie de l'ouvrage. 

J'y considère non-seulement les séries et les polynômes simples , c'est- 
à-dire ceux qui sont ordonnés suivant les puissances d'une seule lettre, 

(*) EuLER, dans un mémoire intitulé : Subsidiiim calculi sinuum ^ et imprimé 
dans le tome V des nouveaux commentaires de Pétersbourg , dit, page i65 : Ac si 
quidem ipsius Analysis prœstantiam spectamus , eam prœcipue soli idoneo quanti- 
tates signis denotandi modo tiibuendam esse deprehendimus ; quo minus erit miran-^ 
dum si commoda sinuum in algorithmum introductio tantum lucri attuleritp 
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maïs encore les séries et les polynômes ordonnés suivant les puissances 
et les produits de deux, de trois lettres différentes, quon peut appeler 
séries et polynômes doubles , triples. Le sujet des trois premiers articles 
est la solution du problème général suivant : 

Étant proposée une fonction quelconque d'un ou de plusieurs poly- 
nômes simples, doubles, triples ; i.^ développer la fonction en une série 
pareillement simple , ou double , ou triple , en faisant dériver les uns 
des autres les termes successifs du développement : 2.^ dans tous ces 
cas , trouver immédiatement ua» terme quelconque du développement , 
sans le faire dépendre d'aucun des autres termes. 

Les coëfficiens dans ces développemens de fonctions de polynômes se 
présentent composés de deux espèces de quantités ; de celles qui conser- 
vent le signe de la fonction ou qui dépendent de la fonction, et dans 
lesquelles n entre que le premier terme du polynôme ; et de celles qui , 
dégagées du signe de fonction , demeurent les mêmes pour des fonctions 
quelconques , et forment des groupes composés uniquement des coëfficîens 
du polynôme , à commencer par celui du second terme. Comme ces 
quantités dépendent du nombre des termes dont le polynôme est formé , 
j'ai cru pouvoir les désigner par la dénomination de quantités polyno- 
miales. 

Les règles pour faire dériver les unes des autres les quantités qui 
dépendent de la fonction , sont les mêmes que celles du calcul différen- 
tiel pour prendre les différentielles successives d'une fonction , la diffé- 
rentielle de la variable étant constante et égale à Tunité ; ainsi on pourra 
toujours former à part ces quantités. 

I^es règles de dérivation relativement aux quantités polynomiales 
donnent des procédés si simples et si expéditifs, qu'en faisant dériver ces 
quantités les unes des autres , on pourra écrire sans s'arrêter le déve- 
loppement tout réduit , et le pousser aussi loin qu'on voudra ; bien plus , 
on pourra écrire de même l'expression toute réduite d'un terme quel- 
conque de la série du développement , indépendamment des autres termes. 
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Les règles pour exécuter les dëveloppemens rëduîts sont des consé- 
quences faciles de formules générales et symétriques quune même 
analyse, diversement appliquée, enchaîne les unes aux autres. Si donc 
on trouvoit une sorte d'aridité dans les énoncés ou dans Taccumulation 
des règles , si on les croyoit à charge à la mémoire ; on observera qu'il 
suffît de retrouver les formules , et que, comme les règles en découlent, 
si on a une fois saisi la manière de les en déduire , on pourra toujours 
dans chaque cas , sans qu'il soit nécessaire d'avoir retenu la règle , la 
former de nouveau d'après les formules^ 

C'est dans ces formules que consiste proprement la solution des pro- 
blèmes : elles suivent des lois faciles à saisir , ce qui les rend elles- 
mêmes faciles à retenir ou à retrouver : elles jouissent d'une propriété 
qui en augmente l'utilité dans les analyses et dans les démonstrations , 
celle d'être susceptibles de différens degrés de développement , que j'ai 
distingués par les noms de développemens premier, second , troisième, etc. 

Dans l'article premier, oii j'ai donné le développement des fonctions 
d'un polynôme simple, je me suis permis plus de détails que dans les 
articles suivans : j'ai présenté d'abord la méthode telle qu'elle s'est 
offerte à mes recherches , pour ne la réduire que par la suite à son état 
le plus simple , parce que cette marche conduisoit naturellement à plu- 
sieurs vérités utiles à l'intelligence parfaite de la méthode simplifiée. 

Quoique les règles de la méthode simplifiée soient très - faciles , 
l'analyse qui y mène peut paroître un peu longue. Outre que j'ai donné 
Je moyen d'abréger cette analyse , j'observerai que l'apparence de 
longueur en doit être imputée en grande partie au soin que j'ai pris de 
tout démontrer et de ne rien passer de ce qui m'a paru propre à répandre 
quelque lumière. Je conseille aux jeunes Géomètres qui, dans la lecture 
de cet ouvrage , seront parvenus jusqu'aux règles , de s'exercer quelque 
temps à les pratiquer , afin de contracter l'habitude d'écrire sur-le-champ 
et tout réduit chaque terme du développement avec tout ce qui y entre, 
pour ne passer qu ensuite au terme suivant. Si après cet exercice ils 

reviennent 
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reviennent sur l'analyse, ils pourront Tembrasser et en saisir Tensemble 
comme d'un coup d'œil. 

Je n'ai fait aucun usage des combinaisons, que plusieurs Géomètres, 
Leibniz entre autres , croyoient propres à ces recherches. Je dois remarquer 
à cette occasion, que la théorie des combinaisons a été beaucoup perfec- 
tionnée par le Professeur Hindenburg , qui s'en est servi pour donner les 
développemens des fonctions d'un seul polynôme simple , et ceux des 
produits et des produits de puissances de deux ou de plusieurs polynômes 
simples. \] Analyse comhinatoire de cet Auteur a été embrassée et 
cultivée avec ardeur par les Géomètres allemands. 

Lorsque je commençai ces recherches , les procédés et les notations 
du Professeur Hindenburg ne m'étoient point familières , je ne connoissoîs 
guère ses écrits que par le titre ; j'ai suivi mes propres idées. Bien éloigné 
de vouloir diminuer le mérite des travaux de cet Analyste , si j'en parle, 
c'est pour témoigner le cas que j'en fais ; ses procédés me paroissent être 
ce qu'on pouvoit donner de plus achevé sur cette matière , en prenant 
pour base les combinaisons. Mais je ne puis me dispenser d'observer que 
les méthodes de dérivation qu'on trouvera ici , malgré quelques points 
de contact qu'elles peuvent avoir avec les méthodes combinatoires, en 
diffèrent dans les principes, dans les procédés, dans les notations. 

Les principes que j'emploie sont plus étendus , les dérivations étant 
liées avec la théorie générale des fonctions , dont elles forment une branche. 

Les procédés que je donne sont plus analytiques. Dans TAnalyse 
comhinatoire le calcul des quantités que j'ai nommées polynomiales , 
s'exécute par portions détachées ; on y forme d'abord séparément les 
groupes des lettres , puis séparément leurs coëfficiens numériques. Mes 
procédés , au contraire , donnent les termes entiers àes développemens 
par un calcul continu , qui fait trouver à la fois les groupes des lettres 
et les coëfficiens numériques , et qui fait découler les quantités polyno- 
miales les unes des autres , toute réduites , et avec tant de facilité qu il 
n'en coûte guère que la peine de les écrire ; on n'a besoin ni de tables 
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de combinaisons calculées d'avance , ni de moyens en quelque sorte 
mécaniques ou fondés sur la disposition des cases de certains tableaux, 
pour former les groupes des quantités polynomiales. 

Quant à mes notations , elles sont simples , expressives et en très-petit 
nombre. 

J'observe encore que les problèmes de développemens difficiles et 
compliqués , savoir ceux qui concernent les fonctions quelconques de 
deux ou de plusieurs polynômes simples , et ceux sur les fonctions d'un 
ou de plusieurs polynômes doubles , triples , sont ici résolus pour la 
première fois ; personne que je sache n'ayant encore donné de méthode 
pour former dans ces cas les développemens complets et réduits. Ces 
matières occupent la fin de Tarticle second et tout l'article troisième, et 
elles exigeoient , si je ne m'abuse, quelque attention et quelque adresse. 

Les articles qui suivent le troisième sont destinés principalement à 
offrir des applications et des usages des formules et des règles trouvées 
dans les trois premiers. Ces formules, d'un côté, fournissent de nouveaux 
moyens de résoudre différens problèmes, qui ne pourroient être résolus 
qu avec plus de difficulté par d'autres voies ; de l'autre côté , elles servent 
à rapprocher et à réunir sous un même point de vue des solutions 
connues, mais fondées sur des principes différens et présentées sous 
diverses formes. 

L'article quatrième contient l'application des méthodes et des formules 
de dérivation à l'expression du terme général des séries récurrentes , dont 
on connoît l'échelle de relation. 

Les séries récurrentes simples n'ont point présenté de difficulté. De 
réquatioïi de relation j'ai déduit la fraction génératrice de la série , ensuite, 
de cette fraction , le terme général. Cette analyse , qui est la plus rapprochée 
de la marche ordinaire , m'a paru la plus féconde en conséquences. Les 
dérivations donnent des formules et des développemens pour le terme 
général , soit qu'on laisse le dénominateur de la fraction génératrice tel 
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qu'on le déduit de réquation de relation , soit qu on le décompose en 
ses facteurs binômes. 

Les séries récurrentes doubles et triples ont présenté , surtout dans 
ïa détermination de leur fraction génératrice , des difficultés que j'ai au 
moins fait sentir , si je ne les ai pas surmontées : aussi -bien je ne 
donne la méthode pour les séries récurrentes doubles que comme un- 
essai que d'autres efforts pourront porter à plus de perfection ; dans Tétat 
où je Tai laissée , elle a donné des solutions , souvent assez faciles , de 
plusieurs questions relatives aux séries récurrentes doubles , que Lagrange 
et Laplace ont résolues par d'autres voies. 

Le retour général des séries, traité par les dérivations, qui fait Tobjèt 
de Tarticle cinquième^ est une des matières dont je me suis occupé avec 
le plus de plaisir et peut-être de succès. J'ose espérer qu'on la trouvera 
présentée avec plus de généralité et* de facilité qu'on n'y en avoit mis 
jusqu'ici; qu'on jugera dignes d'attention le théorème très -étendu que 
j'ai placé à l'entrée de l'article , sa démonstration , et surtout la manière 
dont j'en ai fait découler les différentes propositions sur le retour des 
fonctions et des séries simples , propositions parmi lesquelles se trouvent 
les plus beaux théorèmes qu'on connoisse sur ce sujet ; et qu'on remar- 
quera la facilité avec laquelle les développemens s'effectuent par les règles 
de dérivation. 

Passant de là au retour des séries doubles , j'ai donné des solutions 
nouvelles des cas de Leibniz, Cousin, Lambert; des théorèmes 
fort généraux ; des formules remarquables par leur symétrie , dont 
quelques-unes peuvent être utiles dans le calcul différentiel. 

Revenant ensuite aux séries simples , j'ai fait voir comment le rappro- 
chement de quelques formules et de divers moyens d'arriver au retour des 
séries , conduit à des théorèmes et à des observations sur les dérivations. 
Je n'ai pu toucher que légèrement à l'usage qu'on peut faire des formules 
sur le retour des séries pour calculer par approximation les racines des 
équations; et je n'ai pu entrer dans l'examen de la convergence de ces 
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formules : mon but principal étoit de considérer le retour des séries 
sous le point de vue des transformations. 

Apres avoir considéré les dérivations dans les opérations seulement, 
j'ai supposé , dans Farticle sixième , que les quantités variables dérivent 
elles-mêmes les unes des autres; ce qui a lieu dans le calcul différentiel 
et intégral. 

Les formules et les règles des dérivations générales , trouvées précé- 
demment, servent à faciliter la pratique du calcul différentiel, princi- 
palement dans les cas où les différentielles des variables sont variables 
elles-mêmes. J'en ai tiré des règles abrégées, tant pour déduire les unes 
des autres les différentielles successives , que pour calculer immédiatement 
la différentielle d'un ordre quelconque d'une fonction à une seule 
variable , lorsque les différentielles de cette variable sont elles-mêmes 
variables. J'en ai tiré ensuite , pour les différentielles des quantités et 
des équations à plusieurs variables, des formules simples , et faciles à 
développer ultérieurement ; parmi ces dernières je crois pouvoir faire 
remarquer des expressions générales des rapports différentiels provenant 
d'une équation à deux variables , sans substitutions successives. J'ai 
donné de plus des formules, dont la loi est facile à saisir, pour des cas 
aux différentielles partielles. 

En rendant négatifs les indices, j'ai étendu aux intégrales les formules 
de dérivation; j'ai remarqué et prouvé par des exemples, que le calcul 
des dérivations en général a son inverse , tout de même que le calcul 
différentiel a pour inverse le calcul intégral. 

J'applique, dans cet article, aux différentielles, aux dérivées générales, 
aux relations entre les différentielles et les différences (finies), une mé- 
thode de calcul qu on peut nommer méthode de séparation des échelles 
d'opérations : elle donne le moyen de présenter sous une forme très- 
simple des formules compliquées et de parvenir avec une extrême facilité 
à des résultats importans. Considérée généralement , cette méthode 
consiste à détacher de la fonction des variables , lorsque cela est possible, 

les 
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les Signes d'opërâtîon qui affectent cette fonction, et à tr^ter Texpression 
formëe de ces signes mêlés avec des quantités quelconques , expression 
que j'ai iiomm^^e échelle (ï opérations y à la traiter, dis-je, tout de nriême 
que si les signes d'opérations qui y entrent étoient des quantités ; puis à 
multiplier le résultat par la fonction. 

Cette méthode me paroît porter au plus haut degré de simplicité , de 
clarté et de généralité, Tespèce particulière de calcul qui a pris naissance 
dans l'analogie observée par Leibniz entre les puissances positives et les 
différentielles , et entre les puissances négatives et les intégrales ; calcul 
que Lagrange a le premier mis dans tout son joui^ et étendu considéra- 
blement dans les Mémoires de Berlin pour 1772. La méthode de sépa- 
ration des échelles a l'avantage de donner immédiatement des résultats 
dans lesquels il ny a plus rien à changer, où il nest plus nécessaire, 
ni d'appliquer aux signes de différentiation les exposans des puissances, 
ni de faire passer les indices d'ordre à l'état d' exposans de puissances 
pendant que Ton calcule, et de changer dans le résultat ces exposans 
en indices. 

Cette méthode des échelles me paroît directe, et ses procédés portent 
avec eux leur démonstration ; elle m'a donné avec une grande facilité 
des formules compliquées et même des théories entières du calcul diffé- 
rentiel , auxquelles on n'avoit pas encore songé d'appliquer le calcul 
fondé sur les analogies , dont il vient d'être question. Je donne une 
partie de ces applications, le défaut d'espace m'en a fait supprimer le 
reste. 

Il m'a paru résulter de tout cela qu'on abrégeroit d'une manière 
remarquable un traité de calcul différentiel , si dès le commencement 
on y réunissoit aux rè;^les et aux théorèmes ordinaires la méthode des 
dérivations et celle de la séparation des échelles. 

L'article septième rassemble, sous trois divisions, plusieurs cas où les 
suites ne sont plus ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs 
lettres , mais où elles procèdent suivant d'autres lois. 

5 
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La premîère^lîvlsion contient Tapplication des formules de dërîvatîon 
au dëveloppement des fonctions de polynômes qui renferment des sinus 
et des cosinus , en suites ordonnées suivant les sinus et les cosinus des 
multiples d'un même angle. Les dérivations fournissent le moyen de 
traiter avec généralité et facilité ce sujet utile dans FAstronomie. 

En traitant , dans la seconde division , des produits de facteurs en 
progression arithmétique , on nu pas eu pour but d'étendre la théorie 
de ces produits , mais de la ramener à la théorie et aux notations des 
dérivations. 

La troisième division offre d'abord l'application de la séparation des 
échelles à la méthode directe et inverse des différences. J'ai lieu d'espérer 
que le lecteur sera content de voir avec combien de facilité les théorèmes 
généraux et des formules importantes de la méthode des différences 
découlent de principes aussi simples. En associant ensuite la méthode 
des dérivations à la séparation des échelles , on obtient encore d'une 
manière simple des formules fort générales, relatives à la transformation, 
à la sommation , à l'interpolation des suites ; parmi lesquelles se trouvent 
des formules que Laplace a déduites par une analyse différente du rapport 
qu'il a observé entre les fonctions génératrices et leurs variables corres- 
pondantes, rapport qui est le fondement de son mémoire sur les suites, 
imprimé dans le recueil de l'Académie des sciences de Paris pour 1779. 

De là on peut encore tirer la conclusion qu'en réunissant les méthodes 
de dérivation et de séparation des échelles , on pourroit apporter des 
simplifications importantes à un traité de la méthode directe et inverse 
des différences. 

Telles sont les matières traitées dans cet ouvrage ; elles y sont liées 
entre elles par une méthode générale et uniforme , qui invite à de nou- 
velles applications , en même temps qu'elle abrège considérablement les 
calculs , dont la longueur , quelquefois excessive , est un des principaux 
obstacles aux progrès de l'Analyse. En rapprochant ainsi les unes des 
autres plusieurs théories importantes et des solutions fondées sur des 
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principes et des méthodes diverses , j'aî surtout été jaloHX , pour mieux 
faire sentir Futilité du calcul des dérivations , d'attacher à ce calctil 
plusieurs des plus élégantes formules dues à la sagacité des grands 
Géomètres Lagrange et Laplage. « Ces sortes de rapprochemens , dit 
» Lagrange , sont toujours instructifs , et ne peuvent qu être très-utiles 
» aux progrès de l'Analyse ; on peut même dire qu'ils y sont nécessaires 
5) dans Tétat où elle est aujourd'hui ; car, à mesure que cette science 
» s'étend et s'enrichit de nouvelles méthodes , elle en devient aussi plus 
» compliquée ; et Ton ne sauroit la simplifier qu'en généralisant et en 
3) réduisant tout à la fois les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces 
» avantages. » 

Si quelque chose peut me faire croire que l'objet de cet ouvrage n'est 
pas indigne de l'attention des Géomètres , c'est le désir que témoigne 
un des meilleurs Analystes de l'Angleterre, le professeur Waring , d'une 
méthode dont le but seroit pareil à celui de la méthode des dérivations , 
et qu'il désigne sous le nom de méthode de déduction directe et ini^erse 
(methodus deductionis et reductionis) ; mais il se contente d'en faire 
mention , sans donner aucun moyen pour y parvenir. C'est par ce vœu 
qu'il termine ses Meditationes analyticœ , Cantahrigiœ y 1786, ouvrage 
considérable sur les séries , et le calcul différentiel et intégral. 

Le présent ouvrage est la suite de mes recherches sur la vraie théorie 
du calcul différentiel, que je finis au commencement de l'année 178g. 

On peut distinguer deux sortes de principes dans le calcul différentiel. 
Les uns se rapportent au passage des quantités discrètes aux quantités 
continues, c'est-à-dire qu'ils concernent ce qu'on nomme la méthode 
d'exhaustion des Anciens, ou celle des limites ou des infiniment-petits: 
les autres concernent les règles pratiques pour former les différentielles 
successives; ceux-ci tiennent aux dérivations. J'ai traité des premiers 
dans un mémoire envoyé, au printemps de 1 789 , à l'Académie des sciences 
de Paris, et auquel j'ai donné le titre d'Essai sur de noui^eaux principes 
de Calcul différentiel et intégral , indépendants de la théorie des infi- 
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niment -petits et de celle des limites (^). Ce travail me fit faire des 
réflexions sur les principes de la seconde sorte ; j'en vis naître dès -lors 
les premiers germes des idées et des méthodes qui, développées et éten- 
dues , font la matière du présent ouvrage. Comme Lagraisge a bien voulu 
faire mention de mon premier travail dans sa belle théorie des fonctions 
analytiques , et que Lacroix Ta cité à la page 670 du premier volume 
de son traité de calcul différentiel et intégral , sans qu il ait été imprimé 

(*) Ce mémoire étant encore manuscrit, on me permettra d'indiquer les principes 
qui y sont répandus, et sur lesquels je me suis fondé pour donner à la théorie du 
calcul différentiel la rigueur et l'évidence de l'Algèbre ordinaire. 

I. Si Von a une équation entre des quantités qui dépendent d'une variable , 
et d'autres qui nen dépendent pas et demeurent toujours les mêmes ; et 
que V équation ait lieu pour des ^valeurs quelconques de la variable ; les 
termes indépendans et les termes dépendans de cette variable seront sépa- 
rément égaux entre eux. 

Ce principe, qu'on peut appeler principe de la séparation des quantités indépen- 
dantes, est le fondement de la méthode des coëiBciens indéterminés. 

II. Si Von a une fonction quelconque de x, qu'on y mette x -+- ts.x à la 
place de x, et qu'on la développe en une série ordonnée suivant les puissances 
de /S.X j de cette forme : 

or s 
0x + pâiX H ^— (Ax)2 H ni^^y H ô (A^)4 + etc.; 

^ ^ -l.Q^ ^ l.Q.3^ ^ l.Q.3.4^ ^ 

les coèfficiens p , q , r, s , etc. seront des fonctions de x, qui dérivent les unes 
des autres par la même loi et le même procédé par lesquels p dérive de (p.r. 

Ce principe, ainsi présenté, est dû à Lagrange, qui l'a publié dans les Mémoires 
de Berlin pour 1772. 

Si l'on fait abstraction des dénominateurs numériques 5 les second , troisième , qua- 
trième termes de la série précédente seront les différentielles première , seconde, 
troisième de la fonction Cpx. Ainsi les différentielles sont des portions de différens 
ordres de la différence (finie). / 

III. Toute fonction de x -\- ^x peut toujours être développée en une 
série qui procède suivant les puissances entières de ù^x ^ si Von suppose à x 
une valeur générale. 
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jusqu'à prësent ; on ponrroit être tenté de confondre les deux ouvrages. 
J'avertis donc qu ils n ont entre eux rien de commun ni pour le fond 
ni pour les détails. Je prie les Géomètres de recevoir avec indulgence 
celui que je publie présentement, et de pardonner, à raison de la com- 
plication des matières que j'ai tâché de simplifier, les fautes qui auroient 
pu m'écliapper. 

Cet ouvragé est annoncé depuis long-temps , et il y a plus long-temps 

Il y a des fonctions où, pour certaines valeurs particulières de a?, les coëfficiens 
de la série deviennent infinis , et partant le développement en série devient impos- 
sible ; mais ces cas font exception au calcul différentiel , qui se trouve alors en défaut. 

IV. Dans le développement de (p{x ^ as. oc) on peut toujours prendre pour 
ùsx une "valeur finie et assignable , assez petite pour qu'un des termes quel" 
conque de la série soit plus grand que la somme de tous ceux qui le suii^ent. 

Je n'ai jamais fait évanouir aucun terme de la série, aucune différentielle : quelque- 
fois je n'ai pas considéré la fonction comme développée en entier ; j'en ai arrêté le 
développement après un petit nombre de termes, mais en tenant toujours compte du reste. 

V. Soit une courbe quelconque , dont l'ordonnée y ^ qui répond à T abscisse 
X -^ iSx , soit représentée par la série 

^ ^ dx i.Q.r/x^^ ^ \.<x.l).dx^^ ^ ' 

quon développe pareillement V ordonnée u! d'une autre courbe, dont Véqua-^ 

tion , donnée et rapportée à la même ligne des abscisses , contienne un nombre 

n de constantes ; l'abscisse correspondante à u} étant t -^ tst ^ et ls.t z=l ts.x , 

on aura . 

, du ^ d'^u ,. . d^u ^A \'z 

u' = u -\ y- /Sx H ; — (AxY H — r-^(A^r -+- ^^^' •' 

dt i.Q.dt^^ ^ i.Q.3.dt^^ ^ 

si l'on détermine les n constantes de la dernière courbe par les équations 

du dy d^u d^y d'^-^u d'^-^y 

u =: y , -— — z=z -î^ , = , ^ y etc. , — ; = -; =^ ; 

^ dt dx dt^ dx^ ' dt^-^ dx""-' ' 

cette courbe ainsi déterminée sera de toutes les courbes de même nature 
celle dont le cours approchera le plus du cours de la pjemière , de manière 
qu'il sera impossible de faire passer entre ces deux cours celui d'une autre 
courbe de même nature que la seconde. 

En particulier ; en faisant u = J' , la secon&e courbe et la première passeront par 

4 
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encore que Timpression en est commencée ; elle a été Interrompue 
plusieurs fois par différentes circonstances. J'espère qu'on aura lieu 
d'être content de l'exactitude de l'édition; et à cet égard je dois témoi- 
gner ma reconnoissance à Français, Professeur de Mathématiques à 
Colmar , qui a pris le soin de vérifier mes calculs et de m' aider dans 
la correction des épreuves. 

un même point; en faisant u '=^ y ^ et— — = j^ ^ la seconde courbe sera tangente 

\ -, ., /. . du dy d^ u d'Y ^ . ^ 

a la première : en faisant « = y , --- = — -*^— et — - — = —~-r , là seconde courne 
^ ' *^ ^ dt dx ^ dt^ dx 

sera osculatrice de la première; de sorte que le contact deviendra d'autant plus intime 

qu'on égalera entre eux un plus grand nombre de termes dans les deux séries. 

De là découlent, comme cas particuliers, les formules des soustangentes, sousnor- 

males, rayons osculateurs , celles pour les points d'inflexion, pour les développées, etc. 

VI. Si Von a trois expressions ordonnées suivant les puissances de x ou 

de àx , 

U = a + b.â^x -{^ c{^xy 4- d{lS.xy -+- etc. 

V z= a^ -^ h\lSx 4- c^(Ax)2 ^ d\t^xy> -H etc. 

TV =z a'' -\- l?'\Ax -+^ c"(Aaj)2 + ^"(A.t)^ -f- etc. ; 
et que, sans connaître la ^valeur de V , on sache quelle est intermédiaire 
entre celles de U et de TV^ c est -à -dire plus grande que l'une et moindre 
que Vautre ; si les deux séries extrêmes ont un certain nombre de leurs 
premiers termes égaux entre eux , la série de V aura le même nombre de 
ses premiers termes égaux aux termes corre^pondans des autres séries. Si 
Von a , par exemple , a =: a^^ ^ b = Z»"; on aura aussi a^ =i a , b^ •= b. 

On peut faire un grand usage de ce principe : il m'a donné d'une manière rigoureuse 
la différentielle de l'aire et celle de l'arc d'une courbe quelconque , tant pour le cas des 
ordonnées parallèles, que pour celui des ordonnées qui partent d'un même point, etc. 

Il me semble que j'ai fait voir le premier, d'une manière développée, qu'au moyen 
de la réunion de ces principes, l'on peut traiter le calcul différentiel et intégral, et 
notamment ses applications aux courbes, sans rien faire évanouir ; et c'est en cela 
que la méthode des anciens Géomètres se distingue principalement de toutes celles 
que postérieurement on a cherché à y substituer. 
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TABLEAU DES notât i o n s principales^ 

employées dans cet ouvrage^ avec T indication des numéros où Ton 
en Jixe la signification. 

v^oMME on a été obligé d'introduire quelques signes nouveaux^ il peut arriver 
qu'en voulant prendre une formule quelconque de cet ouvrage , l'on ignore ou l'on 
ait oublié la signification des notations qui y eniTeni ; l'objet de ce tableau Gst de 
faire connoître ou de faire retrouver cette signification , sans perte de temps. 

D , signe des dérivations n.^ 2. 

D , D. , différence entre d sans point et avec point n.^^ 3 et 9. 

P% P"- n.° 39. 

jjm,n dw,/i D^"^?'^. , D^'». D''"'. D"" n ^ 111 

'C 'C 'C C C ' H. 111. 

P^-P'"- y n.° i3o. 

'"P"- > '"P^-P"- ' n.° .53. 

P^-P'^-P"'- » P'"-P'''-P''''P"'^- > n.<» 161 et 166. 

S, s", S'' , s"', au lieu de D-i , D"" , D'-i, D"'., , , . , n.°-' 36 et Sgi. 

n'^.l"'-^- , D».!'":-'-, n.%22. 

d , signe ordinaire de la diflërentiation , n.°^ i et 352. 

^J". «.0352. 

<^''' d''» d"S „.°37i. 

y=r d-1, signe ordinaire de l'intégration;/" = d"» , ,1.0 33^^ 

^ ' ^'' ' ^- ' ^"-^ n.o 352. 

î)'., ô.^ , ô..« , b-,. , ô.i. , ô,,.. , ^ o 3^g 

/»/"'/•'/"•» au lieu de ô-i , b-" , ô-i. , Ô-«. , n.« 38-. 

A , Z , signes ordinaires des opérations qui donnent la différence et l'inlégrale-somrae. 

A'', A.^ 

"• 409. 

E , E» , signes des états variés , „ 

° ' n,o ^^2. 

El. , E.i , E»t , 

' ' "•" 444. 
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Lorsqu'on a employé des lettres françoîses comme caractéristiques, on les a presque 
toujours prises de caractère romain , pour les distinguer des lettres de quantités , 
qu'on a mises en italique. 

Quelquefois , lorsqu'on avoit plusieurs séries différentes , on a désigné par des lettres 
allemandes les coëfficiens de quelques-unes d'entr'elles , afin de donner aux calculs 
plus de symétrie et de simplicité ; mais on n'a jamais employé ces lettres comme signes 
d'opération ou comme caractéristiques : on a cru que les lecteurs françois étoient 
suffisamment familiarisés avec les lettres allemandes par l'usage qu'en a fait Euler dans 
ses principaux ouvrages, tant latins que françois (voyez entre autres les Mémoires 
de Berlin, pour 1760). Au reste, voici les alphabets allemand et françois mis en 
parallèle, pour ceux qui seroient dans le cas d'y recourir. 



a, 


6, 


c, 


ï», 


(, 


f, 


9? 


%, 


t, 


ï, 


I, 


m, 


«, 


a, 


^, 


c, 


d, 


^, 


A 


ë^ 


A, 


i-, 


^, 


l. 


/7Z, 


«, 


0» 


\>, 


<\, 


r» 


«, 


t, 


"j , 


»j 


w, 


«5 


V, 


â; 




0, 


P^ 


9y 


'-j 


*, 


t, 


M, 


V, 


w, 


X, 


JK, 


z; 





2t, 58, e, s, e, g, @, j?, 3, ^, s, ?w, 91, 

^, B, e, z), jB, i^. G, iï, /, /:, z-, M, iv, 

s, ^, a, 91, @, 3:, u, 93, 3B, ae, g?, 3. 

o, p, Q, iî, ^, r, u, V, w, X, r, z. 
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FAUTES A CORRIGER. 

Page q3 , ligne 5 , car il n y a que ce terme , lisez car il n y a qu'un terme 

pareil. 
Page 40 , ligne 4 en remontant , de d qui affecte y , lisez du d avant y. 
Page 44 , lignes 6 et 7 , mettez -+- etc. à la fin des premiers membres. 
Même page , ligne q6, C^y^j", Z^'^^^'Z GoC^y^J". 
P<^g-e 66 , /zg-^^ïd 5 , p,2(p^^ //j^^j ç^<pC. 
P/7g^e 1 3 7 , %7za 1 3 , c'''^ , //^<?-3 c'"' . 
Page 1 40 , ligne 10, <P a , //^^2 (p a. 
Page 208, /zg^A^e 4 en remontant^ ocV'^^ ^^ lisez a^^-^. 
Page 23o , ligne q ^z/ /z.° q55 , 5^4, lisez Ex^k 
Page 3i2 , /zg-zz^ 8 en remontant ^ dx^ ^ lisez âix^ . 
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DU CALCUL 

DES DÉRIVATIONS. 



ARTICLE PREMIER. 

Méthode facile et générale pour développer en séries des fonctions 
quelconques de polynômes , et pour calculer un terme quelconque 
du développement indépendamment de tous les autres. 

J E suivrai dans l'exposition de ces recherches la voie même que j'ai suivie en 
les faisant ; et je ne réduirai la méthode que graduellement à Fétat le plus 
simple. 

j. • 



er 



Exposition et premier état de la méthode, 

1. Soit F(^ + ^) une fonction quelconque du binôme oc -{- x \ on sait 
qu'on peut développer cette fonction en une série qui procède suivant les 
puissances de a; , de cette forme 

F(a-4-x) = û^ + bx'\ x'^ H -^o^^H a;4H^ etc. : ...(i) 

^ ^ i.Q 1.Q.3 i.Q.3.4 ^' 

on sait aussi que a = Fa ; que b dérive de a ou de ¥ oc , c de ^, ^ de c, etc. 
par la même loi ; de sorte que , si on connoît la manière de faire dériver b 
de a ou ¥ oc -i on saura aussi faire dériver c de ^ , ^ de c , et ainsi de suite. 

2. En désignant par d l'opération qu'il faut faire sur F^ pour en déduire b , 
il est clair qu'on aura b =: dFc^ , c = ddF« == d^F^ , d = d^F» , etc. 
Ainsi la série précédente (1) peut aussi s'exprimer de cette manière : 

F{ct'hxy—Foc-i'——x +— — -0^2 +-_-_a;3 + etc (q) 

A 
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Je prends pour la caractéristique des dérivations qu'on considère ici la 
petite capitale d , de caractère romain , parce qu'il est nécessaire de distinguer 
ces dérivations des différentiations auxquelles Leibniz a consacré le signe d, 

3. On sait de plus, par le calcul différentiel, que, si Ton regarde ce comme 
la variable , on a 

dFo: = -j , d2F^ = -— ^, D^F^zzr— — ^, etc., 

où dcc est constante et arbitraire ; on peut donc faire d« == i , et dans cette 
supposition on a simplement dF(^= dFo;, Ty^Foc = d^Foc^ d^Fos ^id^F^, etc., 
et les règles des dérivations sont les mêmes que celles des différentiations. 

Soit, par exemple, F(cc+x) = log(cc+x)', on a Fa: = loga5, doù, en faisant 
d^ ^= 1 , d'cc = o , on tire par dérivation 

T> logoj = OC^^.dcC = Û?~"* , I32logCtf = TXZ-^ = ^-CC^^y D^log^ = 

»(— i.«-2) =: i.c>.«-^, D4loga5 = d(i. q.aî-5) _-_ j^ Q.3.A5-4, etc. Donc 
log(a: + a;) = log^H x r «^^ -f- 7-5"^^ -y x^-^ + etc. 

^ ^ ce 205^ 3^^ 405^ 

Si Ion avoit à développer F(cc + Sx)j on nauroit qua changer dans (2) x en 
Cx y et en détachant les C des x , on trouveroit 

F(a5+€^^) = Fof H X H :r^ H ^ x^ -h etc (3) 

^ 1 1.2 1.2.3 ^ ^ 

Mais on peut aussi regarder les C de ce développement comme provenant des 
opérations faites sur Foc. En effet, supposons que oo soit une fonction fa d'une 

variable a, telle que dfa = ë'etda=z:i; alors t>F ce devient , ^ * -t— = 
^ d^ da 

^•dfa = DFc^.nfa. Comme ici nfa = dfa doit être = C, et n^fa = 



dcc 

d^fa = o , il suffit de supposer f a = Ca , C étant constante. 

Pour distinguer cet état de t>Foc du premier , où d^ = 1 et d^ = 1 , nous 
mettrons un point après le d, nous écrirons d.F^ pour nFctf.C, et nous 
dirons que t>.Fcc est la dérivée de Fc^, ^ variant et ayant d.^ = 6* = dfa 
pour dérivée; tandis que dF^ sans point après d est la dérivée de Fc^, oc 
variant et ayant 0^=1 =: dcc pour sa dérivée. 

Si Ton fait sur t>.Fcc = dF^.d.^ = dFcc-C la même opération qu'on a faite 
sur Fcc', on aura, d.^ = fêtant invariable, t>\Fcc= t>.(vF cC'D.oc) = 
i>^Fcc*{j^'Ccy =:d^F^.Ç2; ensuite d^F^ = D.|n^Fc^. (d.^)^} = d-Fcc^{j).oc)'' 
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=z D'^Fa.S^^, et ainsi de suite ; de sorte que la série (3) s exprime aussi de 
la manière suivante : 

F(cc + Sx) = Fof H ^x H x^ H rx'^ + etc. ...(4) 

En opérant ainsi sur loga, par exemple, on trouvera 

C C^ Ç^ C^ 

log(a5 + C«x) = logo? H a; z x^ -\- ^T^^ — T~r^^ + ^^^• 

4. Si Ion compare cette manière de développer les fonctions des binômes 
avec celle qui est en usage dans le calcul différentiel , on verra qu elle en 
diffère en ce que nous prenons ce pour la variable et que nous mettons pour 
» . ctf le coefficient que x a dans le binôme ce 4- Cx. 

5. Pour passer des fonctions des binômes à celles des polynômes, prenons 
de chaque membre de (4^ la fonction (p ; nous aurons, d'un côté, 

ÇFU^Cx) = (p(F«-h^x H- ^^^x^ + 5H^x3 + etc.); 

^^ ^ ^^ î 1.2 1.2.J 

de lautre, en mettant dans (4) <pF au lieu de F, 

^ ^ ^ T- D.(pFa: iD^.(!)Fo6 i^'^.(T)¥cc - 

Donc, en faisant F« = ^, d.F« = d.^, D2Fa = D^. ^, etc. , on a 

<P(^H- xH x^ -Hetc. ) = ®^zH ^^a:-f-- — ^—-x^ + etc. . . .(5) 

Il s'agit de trouver les développemens de jy.Cpa^ jy^.(pa^ d^.^P^î, etc. 

Il est visible d abord , par le n.** 3 , que v.(pa = iy(pa.iy.a', mais ici^n^.a, 
D'^.a , etc. n'étant pas zéro , iy'^.(pa , B^.(pa , etc. ne sont plus égaux à D'^(pa,{p.aY^ 
jy^(pa.{p,à)^^ etc. , et il est clair qu'il faut y ajouter les quantités qui proviennent 
de D./2 , jy^.a , etc. variables. 

Pour trouver jy'^, (pa , il faut faire sur d.^^ =: v(pa,v,a la même opération 
qu'on a faite sur (pa pour en déduire n.cpa, mais en considérant n.a comme 
ayant d^.^ pour dérivée : or les signes d et d étant ici sujets aux mêmes 
règles, on aura iy-.(pa z= jy.(D(pa.T>.a) = j)(pa x D.{n,a) -h d.(d(P^/) x n.a 
=. T>(pa.iy'^.a -f- D^(pa.(pja)^ ; on aura pareillement -D^.Cpa = D.{D'^.(pa) :=. 
d.|dÇ)^.d^.<z m- D^(pa.(D.«)2j =1: j),(pa.T}'^.a -+- jy^cpa.jy.a.j}'''. a + 

et ainsi de suite. On voit donc que les coëfficiens des différentes puissances 
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de X , dans le développement du second membre de (5) , dérivent les uns des 
autres et du premier terme <f)a^ toujours par une même loi uniforme, et qui 
est encore la même au fond que celle par laquelle se forment les termes 
successifs du développement de ¥ {ce + oc) ; il ny a de différence quen ce 
que dans F{cc-h ce) la dérivée Dec est = i , tandis qu'ici la dérivée D.a est 
variable et a elle-même i>\a pour dérivée, et ainsi de suite. 

c d 
6. Mais si le polynôme a -^ b.x -\ œ^ H -^ oo'^ ■+- etc. est tel 

^ ^ 1 • Q 1.2.3 

que b ne dérive pas de ^, ni c de ^ , ni ^ de c , etc. ; a y b^c^dj etc. étant 
des quantités quelconques, qui ne sont liées entre elles par aucune loi ; alors 
on n'a qu'à feindre que a ^ b j c y d ^ etc. dérivent les unes des autres , et 
l'on aura encore 

(b(a -^ b.x -^ x'^ H 5-.x5 H- etc.) = 

^^ i.Q 1.2.3 ^ .^. 

T • • • '\fiy 

(ba -+- jy.Oa.x H — x^ H -^ x^ + etc. , 

^ ^ 1 . Q 1.2.3 

pourvu qu'après les dérivations effectuées on change D.a en bj i>^.a en c, 
r>3. a en dy etc. 

En effet , avant la substitution de Z^ à la place de B.a , de c à la place de T>^.a , 
etc. , le développement du second membre de (6) coïncide avec celui du 
second membre de (3) ; or, après le développement tout Teffet de la dépen- 
dance des quantités jy.a , jy^.a , n^.a , etc. est produit , et on peut alors les 
considérer comme indépendantes; c^ést- à-dire qu'on peut mettre après les 
dérivations dans les deux membres de (5) è au lieu de u.a , c au lieu de 
D\ay etc. On a donc le théorème suivant : 

Pour développer la fonction 

(pÇa -h b.x -] x^ H :^x^ -+- etc. ), 

^^ 1.2 1.2.3 ^' 

a y b y Cy d y etc. étaut quelconques , en une série de cette forme 

A -^ B.x -{ x^ H r- x^ -h etc. H ~ x"" H- etc. ; 

1.2 1 . 2.3 1.2.3. .. ./2 

on aura ^ == i:p^, i? = i).<p^, 6^=:d^. <p^^, et généralement -^« = D^.^p^ , 
en faisant varier u.a dans les dérivations et mettant b pour n.a , c pour jp^.a^ 
d pour Tr'.a , etc. après les dérivations effectuées, ou en faisant successivement 
dans les dérivations n.a = i> , b.^ = c , j},c z=: d^ etc. 

7. Les 
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7. Les polynômes se présentent rarement sous la forme 

a -^ ùx -^ X* H r- oc' ^ etc. 

1. Q 1. Q. 3 

c'est-à-dire , avec les coëfficiens numériques , r , — , etc. ; 

' ^ 1. q' 1. Q. 3 ' 1. Q. 3. 4 

communément ils manquent de ces coëfficiens et ont la forme suivante 

oj -4- C*^^ -+- yx* H- ix^ -H etc- ; 
on suppose aussi communément 

(P{06 -h- Sx -H y^* 4- Sx^ -4- etc. ^ cCn^'' -+- 6tC.) = 

A H- Bx -f- C*a;* H- £>a;^ -f- etc. •+• ^««^^ --h etc., 

cc„. et ^„ désignant les /z'^""" coëfficiens après les quantités a et -^ respective- 
ment. 

Pour faire usage de notre méthode , on pourroit mettre ces séries sous la 
forme précédente, et écrire 

(PCa H- ë'^ H- -^ ^* H ô ^' ^- etc. H " — x" -H etc.) = 

^ 1. <2 1. Q. 3 T. Q ...7i '^ 

A H- ^^ H x^ H ;r ^^ -4- etc. H ^i— x"" H- etc. , 

en supposant 

y' = l.Q y , (J' = 1.2.3 (^, etc. 06\ = 1. Q... 72 «„> 

C'=: i.qC, D^ — i.2.3jD,etc. ^'„= i.q.,. uA^; 

on feroit ensuite les dérivations , et , après avoir obtenu les résultats , on 

remettroit 

1,2 y pour y, 1.2.3 J* pour ^ ^ etc. 1.2... n^^ pour cc^^j 
i.2Cpour O y 1,2.3 D pour jD' , etc. i.a...nA^ pour ^'„. 

Mais on n a pas besoin de ces détours ; il suffit de faire les dérivations sans 

avoir égard aux coëfficiens numériques , ^, etc. , et de mettre 

ensuite 

f pourD.ct, 1. 2.y pourn*.» , 1. 2. 3 J pour d'.^ , etc. i.2...n«„ pour d^.o^, 
^pourD.^, J.2 CpourD*.^^ , 1. 2. 3 /? pour d\^, etc. 1. 2...72^„pour d".^: 
car il est visible que ce second procédé revient au même que le premier. Ce 
qui donne cet autre théorème : 

B 
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T II É O R é M E. 

Soit 

(p{c6 -t- ë*^ H- y.r* H- (Joî' -f- etc. 4- aj„^" H- etc. ) 
une fonction quelconque d'un polynôme quelconque ; pour la développer en 
une série de cette forme * 

y4 --h £x -f- Cx* 4^ Dx -h etc. -4- ^;,a;" H- etc. , 
on aura 

^ =z Çoc pour le premier terme , 

D.^ = 'D.(pcc pour le coefficient du second terme ; 
ensuite d*.^ = D^.cpoj donnera le coefficient du troisième terme, 

D^^ = v^.(pcc donnera celui du quatrième, 
et en général 

D". -^ = Ti".(poc donnera le coefficient de x" : 
pourvu qu'après avoir fait les dérivations , on mette dans les résultats 
jg* pour D. «j, 1. Q y pour n^'.cc , 1.2.3 j" pour p\ cc^ etc. , i.2...7Zaj„ pour d". «; 
^pourD. ^, 1. 2 Cpourn''.^, i. Q.SjDpour d'.-^, etc. , i. 2... ;^-^„pour d".>^, 

COROLLA^IRE. 

8. Si Ton calcule successivement les valeurs des coëfficiens ^, i5 , C, etc, 
et qu'on fasse chaque fois les réductions , il suffira de mettre simplement 

I g* pour D. flf , 2 y pour d. C? ^ S pour d. y, etc. , ^z^^pour n. aj„-x, 
5 pour D.-^ , QCpourD.iB, 3jD pour d. C, etc. , tz^^ pour n. v^„_i. 

En effet , puisque de cette manière d. y , par exemple , = d ^ d. S*:= d f d*. ^=: 

= - — - jy^cci on a 3(J = d% ^ et 1.2.3 ^==;z ly^.cc; de sorte qu'on subs- 

1. 2 1. 2 ^ 

titue équivalemmenjt de cette mapiére i. 2. 3 (J à la place de D^ <:tf , et ainsi des 

autres. 

II est visible que le coefficient numérique qu'on met devant la lettre qu'on 
substitue , est le nombre qui compte les dérivations que Ton a faites sur la 
lettre primitive oj ou ^. 

g. Lorsqu'on effectue les développemens , on peut se dispenser d'écrire des 
lettres affectées du signe n, en écrivant sur le champ' celles qu'on doit leur 
substituer avec les coëfficiens numériques convenables ; mais dans ce cas il 
,est nécessaire de faire observer aux coëfficiens des puissances x""^ x\ x% a:% 
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etc. im certain ordre, par exemple Tordre alphabétique , ou de les marquer 
par des indices ; il est avantageux que le nombre qui exprime l'indice soit le 
même que l'exposant de la puissance de ^ , à laquelle le coefficient appartient. 

lo. Quant aux règljes qu'il faut suivre pour développer les dérivations indi- 
quées par jy.Çczy T>^.(poc^ iy^.(pcz^ etc. ; elles sont, pour les cas que nous traitons, 
les mêmes que celles que prescrit le calcul différentiel pour effectuer les 
différentiations d.(pa, d^.(pflj, à^.(poc^ etc. en regardant oc comme la variable, 
et àcc , de même que à^oc , à^oc , etc. , aussi comme variables. Ainsi , comme 
nous supposons la connoissance de ces règles , nous n'entrerons à cet égard 
dans aucun détail. 

Observons seulement que nous mettrons toujours à l'avenir une différence 
entre les notations v^Cpoc^ -D-cpoc^ jy^Cpoc^ etc. sans points, et celles-ci, D.Çccy d^.Çoc^ 
xy'^.Çccy etc. , où le signe d est suivi d'un point. Voici en quoi elle consiste. 

Puisqu'on a 

d.(pcc = -r— Xdcc^ et d^.(poc= -~— X d^cc H j^ X da:^ etc. , 

^ dcc ^ dcc dcc^ . ^ 

afin d'éviter les expressions fractionnaires, nous désignerons 

d(r)cc d^(î)oi d'^(poc . 1 ^ .^ z^ 

—T— , -— j — 7-7 .g , etc. , simplement par d^c^, n^Çoc^ T>^(poc^ etc., 

sans points : ces quantités sont la même chose que les différens termes du 
développement de (p(<^ + i)? si l'on fait abstraction des coëfficiens numé- 
riques, car en supposant a? = 1 dans le n.^ q , on a 

(p{oc -\- \) =. (poc -+■ iXpoc H iy'^(poc H 7^jy^(poc + etc. 

Ainsi D(p^ , D-cp^, T>^(pcc y etc. indiquent les dérivéçs successives de (px dans 
le cas où la dérivée de la variable «, c'est-à-dire d^î, est constante et égale 
à l'unité. 

Les expressions n.(pccy D2.(p^, au contraire, indiquent les développemens 

■D(pcc X D. 05, iy(px X Jy^.oc + n-cpoc X (v. ce)" y 

où la dérivée de ce , savoir jy.oc , est variable et quelconque , développemens qui 
deviennent par notre calcul 

DCpoj X ëy ^^(Poc X 1. Qy -+- D^cpfl. X C^. 

En un mot, cp^, Dcp^, — — — , etc. sont les coëfficiens des termes successifs 
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du développement de cpf^ + x) ; et (p^ , B.cpoc, — '- , etc. , les coëfficiens des 

termes successifs du développement de (p(oc H- 5*^ -f- y^^ -+- ^^'^ etc.). 

On se servira aussi du point pour marquer jusqu'où s'étend le signe n ; 
ainsi, dans T),(poc'b ^ D(p^.\{y^, D.(p^.D.\|>^ , le point après (^oc marque que le 
signe D avant (^^ n'affecte plus b^ ou \|y<2, ou D.\jy^. D'autres fois le point 
est employé à la manière ordinaire , pour distinguer les différens facteurs ou 
les grouppes de facteurs des produits. 

11. Nous nommerons le premier terme (poc du développement, ou celui 
dont on fait dériver tous les autres, origine des démâtions. 

Quand ce ternie est donné, et qu'on a examiné lesquelles des quantités qui 
y entrent sont fonctions d'autres quantités, le reste ne demande plus d'autres 
raisonnemens ; tout se réduit alors à une suite d'opérations assujetties à une 
marche régulière et uniforme. 

Quelquefois la loi des dérivations devient plus sensible , si l'on prend le 
second terme pour origine des dérivations. 

Si le premier terme oc du polynôme avoit une valeur particulière , comme 
s'il étoit égal à l'unité , ainsi que cela arrive quelquefois , l'origine des déri- 
vations devienclroit (p i , expression qui ne seroit pas commode pour en déduire 
les autres termes : on mettroit donc à la place de i une quantité qui auroit 
une valeur indéfinie, comme ce ; sauf à remettre, dans les résultats, au lieu 
de ce ^a valeur particulière. 

12. Il est temps de passer à des exemples , pour éclaircir tout ce que nons 
venons d'exposer , et pour montrer la facilité de notre méthode. 

Exemple I.^^ 
On propose de développer la fonction 

log(a5 -H Qx + yx'^ ■+■ ^x'^ 4- BX^ -H ^x^ -+- etc.) 
en une série de cette forme 

A H- Bx -4- Cx2 + Dx^ H- Ex^ + Fx^ H- etc. 



On aura d'abord A = log^ , parce que , x pouvant avoir des valeurs 
quelconques , les quantités indépendantes de x doivent être égales entre elles 
séparément. De ce premier terme nous allons déduire tous les coëfficiens 
B ^ C^ £), etc. par de simples dérivations, d'après ce qui a été dit n.° 8 et 
suivans. J'en mets ici tout le calcul sans rien abréger. 
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A 1= \o^ci ; cle là l'on tire par dérivation , 

B = D. loga ^=. -^ — = cxT^^'f faisant une nouvelle dérivation, on a 

oc 

"iC zzzz. D. ^~'f =z or\zy — oT'^^Ç^ réduisant 
C z=. ceT'.y • Ê""" 5 delà, par dérivation, 



2 



ce -, . 2cic ^ 



3i) =: aj""^3(^ — oT'^Çy — ^^.Q^^Qy 4- -^ f. T, et réduisant, 



ix~3 






3 ' j 4 4 

F== «-.^ — ^(sCg -+- 27(?) -+- ^(SC^cT-h 3g'7^) — ^. 4^'y -f- —.5''; 
et ainsi de suite. 

i3. La même méthode donne encore, avec une grande facilité, les coëf- 
ficiens ^ , i?, C, Z), etc. en termes récurrens , c'est-à-dire, par des formules 
dans lesquelles entrent les coëfficiens précédens ; formules qu'on obtient ordi- 
nairement par la méthode des coëfllciens indéterminés, ainsi qu'on peut le 
voir dans le calcul différentiel d'EuLER , chap. viii de la 2.^ partie. Il suffira 
ici de regarder A et ses dérivées comme indépendantes de oc et de ses dérivées, 
c'est-à- dire , comme n'étant pas fonctions les unes des autres. 

Dans l'exem^ple précédent, on a ^ zz=: logc^ ; d'où l'on tire par dérivation, 

I). ce * 

jy.A=: , et, en multipliant par oc-, oc^. A z==. vi.cc^ ou bien xB =: S^ 

équation qui sert d'origine aux dérivations , et de laquelle on déduit ce qui suit : 



A znzi log^; 

B ce = ë*; de là par dérivation , 

Q Coc H- jBg' := 2y , et réduisant, 

Coc -h -^ BC = y ; 

3Dc^ -^ ce H- f . Q CC-^ V ^2y = 3 §, 



Dec -^ j 6T~f- f i?y = ^; 
^£:cc-^DC-^j,3DC-\-^C2y-^^.2Cy 

^1 B3 S ■= 4g, 
Ecc'\- ^DC^^Cy-{^ \B^=eV 
etc. 

C 
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A 


— 


loga; 




Bec 


. — 


^; 




€oc 


— 


y-~ 


BC; 



De là on tire , en transposant 

Dec =: ^~ ^By— f C^; 

etc. , où la loi est facile à saisir. 

Exemple IL 

14. On demande à développer la fonction 

a -H S^x +• yx* + ^o:' -f- BX^ -h ^x^ -H etc. 
loge étant = 1 , en une série de cette forme : 

A -h- Bx -^ Cx* +• JDx^ -f- JEx"^ "4- Fx^ +• etc. 



On aura A z=z e ; de là on tire par les dérivations successives : 



A = 



ce 



ce. 



B = a g*; 

ce 

C = d .y 4- — «^ > 



1.2 



OC 



oc 



'^ 1.2 ' 1.2 

OC a ce oc 

J.Q^ ' ^ 1.2 ' 1.2.3 ' 1.2.3 



E =: e 



oc 



oc 



1. 2 



(2fJ^ y^) 



(% 



u 



J.2.3' 



3^7 



1.2.3.4 



r^ 



ce 



ce 



1.2 '"^1.2 



0( 



05 



OC 



ce 



+ 77^3 (3^*^^^-3-=^^y^)-+- ro ^-^^'v ^- Txri • ^^' ^^ -^ I— 3~4 ^•^*» 



et ainsi de suite. 



i5. Si Ton veut calculer les coëfficiens A ^ B , C^ D etc. en termes récur- 
rens , on les trouvera avec la plus grande facilité. 

On Si A =z e ; d'où par dérivation B =z e^C^ et, en mettante au lieu de 

e y B =: AC II suffira de continuer les dérivations, et Ton aura 



A = e ; 
B = AC; 

^ C z=z A <2y -^ BCy 

C =Ay -f-i^fj 

3D =u^3j-h^y^-fi92y H- f QCg*, 



D = AS -h f^y H- ^CCi 
^E=Aia -hBS^^B3S-hy2Cy 

4- iC<2y 4- i- 3JDf, 
E = Ae-\-\Bl^ iCy^^DZ) 
etc. , où la loi est manifeste. 



Exemple III. 
16. Soit proposé de convertir 

sin(c^ -H Ê*:c -4- yo:* H- ^x -f- go:' 4- C*^^ -+^ etc.) 
en une série de cette forme : 

A -\- Bx -^ Cx^ -H Dx"^ H- Ex'' -+• Fx"^ -H etc. 



On aura d'abord A = sino? , qu'on considérera comme l'origine des déri- 
vations. De là on déduira ce qui suit : 
A = sincc ; 
B :=z coscc*^; 
^ C =z coscc' 2 y — siricc- C'y 

C = COSoj. y -. C"- ; 

' 1. 2 ^ 

3i) = cosa:.3^- sin^g'.y - 'JHf". aS^y - ^^^ C C\ 

7^ ^^o i ^\.rvoc jo cos^ -^, 



4£ = cos«. 4s — sin«f.J _îil^(2g'3<î-i-2.2y-)-^^î^£'.2gV — ^^^.3^27 

1.2^ ' 1.2 l.2.i ' 

1. 2. J 

^ sina / « ^ . ^ X co^Aj sina ^ 

1.2 ' 1.2.3 ' 1.2.3.4 ^ 

et ainsi de suite. 
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17. Pour trouver ces coëffîciens en termes récurrens, je fais une première 
dérivation sur A = mxoc , ce qui donne B = cos^. Q\ mais, puisque je ne 
puis pas substituer pour cost:^ sa valeur , je fais une seconde dérivation , qui 

donne C =: coscc-y — -^^^ .6"-: substituant maintenant pour sin^ et cosa5 

leurs valeurs ^ et — , on aura lequation 

2 ce = B2y — AC^, 
où il suffira de continuer les dérivations ; mais comme la loi suivant laquelle 
les ditïérens termes se succèdent , ne se présente pas aussi facilement que 
dans les exemples précédens , nous ne nous arrêterons pas davantage à ce cas. 

18. On pourroit, si on le jugeoit à propos, pour s'exercer 'à ce genre de 
calcul , développer par le même procédé différentes autres fonctions du poly- 
nôme ^ -H- Çx -'r- yx^ -4- ^x3 + etc. ; nous n'y insisterons pas, parce que nous 
avons à proposer une manière encore plus simple d'effectuer ces développemens. 

La méthode que nous venons d'exposer donne, par exemple, avec une 
grande facilité le développement d une puissance quelconque 771 du polynôme 
^ ^ Çx + yx- + etc. + ccn-^'^y mais, comme nous appliquerons à ce cas 
la méthode simplifiée , nous nous contenterons de faire voir ici la manière 
de calculer le même développement en termes récurrens. 

On a A = oc"": d'où l'on tire par dérivation B = mcc""^'C = ??icc"'-y 

^ ce 

et en mettant^/ à la place de cc^ ^ B ^=:-mA-\ partant 

oc ^ 

Bec '=^mAQ\ de là par dérivation, 

"xCoc + BS =2 jnBÇ + mA<xy^ transposant et réduisant, 

^Coc = {fn — i)BS + 277iAy'y faisant une nouvelle dérivation, 

<2.3Doc + '2CS=^ {m — 1) "iCQ + {m — j)^Qy + o^mBy + ^mA?)^^ réduisant, 

3D« :z= {m — <x)CiS + {<im _ 1 ) ^y + 3 772^ cF; 

?>,^Eu'^l>DJe=(px—o){;hDQ-\>C<iy)-\-{^m—\){^Cy^Bn^ 

^Ëcc = (rn-^^ 3)De + {^m — ^)Cy + (3 m — i) B S + iTJiAe-, 

etc. 

où 
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OÙ la loi est visible , sans qu'on ait besoin d aller plus loin ; et Ton aura pour F 
5Fcc — (m-i)EÇ + {27n-3)Dy + (3/7z-Q)Ctî + {\m--\)B8 + bmA^. 

Ces formules sont les mêmes que celles que trouve Euler à lendroit cité 
de son calcul difféi:^ntiel. 

\. n. 

Simplification de la Méthode. 

ig. Quoique le procédé dont nous venons de faire usage soit assez facile 
dans les premiers termes ; cependant , comme il fait calculer plusieurs fois 
des quantités composées des mêmes lettres , et qu'il exige des réductions 
relatives aux coëfficiens numériques , ce qui le rend d autant plus embarras- 
sant qu'on s'éloigne davantage du premier terme , on peut demander avec 
raison si ce procédé ne peut pas être simplifié au point de faire éviter toute 
réduction , et de manière qu'un terme quelconque étant donné et ordonné, 
on puisse sur le champ en faire dériver le terme suivant, déjà tout réduit 
et mis sous la forme la plus simple. C'est l'objet que nous nous proposons 
présentement. 

Théorème. 
20. Si l'on a une fonction quelconque de polynôme 

Ç)(a5 + S'a; + y x'^ + ^^'^ + etc. + ocn^"^ + etc.) 
à convertir en une série de cette forme 

A + Bx + Cx'^ + Dx^ + etc. + ^^^r'^ + etc., 
et qu'on désigne le développement de (p(ctf + i ) de cette manière (n.^ lo) 

(p(^ + i) =z (po6-{- T>S:oc H ^^ + ^ + etc. + — ^ h etc. , 

le coefficient An du terme général Anx"" sera 

1,2.,. Jl l.Q...(7Z-l) 1.2 1.2...(a^-Q) 1.Q.3 1. Q....(aï-3) 



+ etc. + """;^", n.r- + "-1^. ë", 

1.2.... (Ai- 1 ) l.Q...« ' 



OÙ il faudra considérer S comme un premier terme de polynôme. 

D 



H 
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21. Démonstration» Supposons 

yr = C -^ yx + Sx^ + etc. + ccn^''"^ + etc. ; .••(!) 

la fonction du polynôme deviendra (p(c» + 7ra;),eten développant on 
aura ( n.^^ 2 et 3 ) 

Ç{CC + 7PX) =: (pcc + TX^CCTiX + ^ ^ . Tt"" X^ + ^-^. TT 3 0: 3 + etC, 

V .il!^. ^.^. + etc. 

Or, puisque tt/tt^, tt^, etc. , Tt"" sont aussi des fonctions de polynôme, 
on aura (n.^ 7 ) 



jy2 ç 



X^ 



1. 2 






1. Q 



TT^ = C^ -f- D.ë'^. X H ^ X'^ 



1. Q 



etc. , et en général 



1. 2 



•X'^ 



1.Q.3 
1. Q.3 
1. 2.3 



a:^ 



x^ 



etc. 



etc. 



etc. 



1. Q... r 
1. 2... r 



• a:' 



X' 



X' 



'X- 



etc. 



D^^ 



x^ 



- etc. 

- etc. 

- etc. 

etc.; 



1. 2. 3 1. 2... r 

formules , dans lesquelles ^ est le premier terme du polynôme ( 1 ). 

Actuellement, si Ion suWitue ces séries dans le développement de(p(^-f-:7'<^), 

et qu'on ordonne par rapport à .x , on aura 

A ^- Bx H- Cx^ H- Dx^ -H Ex"^ -4- etc. H- -/^„,x'' H- etc. = 



1^2 J^\ 



1. 2 



1. 2. 

"t:23' 



D.C^ 



^3 



(2). 



d5. g* 

^^^•1.2.3 


x4 -I-- etc. 


1. 2 1. 2 


-h etc. 


1.2.3 


-4- etc. 


"'^^.^4 


-h etc. 



*DCp«. 



D'^-^g^ 



l.2..(/^-I) 

- . • _ 

1. 2 1.2. .(7^2) 

1.2.3 i.2..(/z-3) 



^" 



1.2.3.4 



1... 4 l.2...(/^-4) 
etc. 



I. 2... n 
série dans laquelle le coefficient de x"" est tel que nous lavons énoncé. 



•etc. 
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Corollaire L 

22. On peut aussi ordonner les termes qui forment le développement du 
terme général An de la manière suivante, en écrivant la formule à rebours, 
ce qui est plus commode pour effectuer les dérivations relatives à C, 

i.2.3...n i.2^..n i,<2.,.{7i — i) i.Q...(/z — q) 1.2 
+ ^—t: — , ^ D(j)c^. . 

1. Q l.Q...(/2 2) l.Q... (/^ 1) 

Corollaire IL 

23. Il résulte du n.^ 21 , que ce est la seule lettre dans le développement qui 
soit affectée de la fonction (p ; les suivantes ê*, y , J, etc. forment proprement 
les {/nantîtes polynomiales. Ces quantités ne sont affectées d'autres fonctions 
que de puissances entières , et sont toujours les mêmes pour toutes les fonctions 
possibles de polynômes. 

24. Tirons à présent du théorème précédent et de sa démonstration des 
conséquences propres à faciliter les dérivations. 

Dans le développement (2) n.^21, le coefficient de x"^ est 

^ ^1.2 1. Q ^1.2.3 

celui du terme suivant de la série , affecté de x4 , est 

^ 1.2.3 12 1.2 1. Q. 3 1. 2. 3. 4 

et l'expression du terme général de la série fait voir que le coefficient du 
terme suivant, affecté de x^ , sera 

^ J. 2.3.4 1.2 1.2.3 1.2.3 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

et ainsi de suite. 

De là découle cette règle : 

Pour faire dériver cVun terme doitné d'une série celui qui le suit immédia- 
tement y 1.^ on regardera comme constante la lettre u ou ses fonctions , et 
Von prendra seulement les dérivées des quantités oit entre S , en divisant 
chaque nouvelle dérivée par le nombre qui compte les dérivations. 
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2,^ Ensuite on fera encore varier la lettre précédente a de'D»oc'==^ ^, mais 
seulement dans la quanti te qui a déjà subi le plus de déri<^ations ; on prendra 
une nouvelle dérivée de cette quantité^ quon divisera pareillement par le 
nombre qui compte les dérivations, 

AuiSl D(pctf. 1 ^^^ D. f 2 .^j ÏL_^. g».. ....... (l) 

^1.2 1. Q. 1. ^2. 3 ^ ^ 

donnera d'abord 

^ 1. Q. 3 1. Q 1.2 1.2 3 ^ ' 

et en faisant une nouvelle dérivation sur ^ quantité en ce , qui a subi 

le plus de dérivations , on aura — -^--r^ — , et Ton ajoutera le terme nouveau 
^ 1. Q. 3. 4 

- — —;— • ê*^ à la formule (a) , laquelle deviendra par là 

1.2.34 \ J 1 -L i 

D (p^. ^ H ^^^. 1 ^. D. g*-> H ^^^ . ^^^ , 

^ 1.2.3 1.2 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

ce qui est précisément le coefficient du terme suivant de la série. On peut 
continuer ainsi tant qu'on voudra. 

îâS. Passons au développement des quantités où entre ^ et où toutes les * 
fonctions sont des puissances entières. ♦ 

Soit en général '- à développer ; en comparant cette expression à 

celle-ci — ' ^^ , on voit que Ç remplace oc y que l'exposant r remplace le 

signe <p de la fonction, et que y = D. ^ doit être considéré comme un 
premier terme de polynôme; on aura donc, par le théorème du n.° 20, ce 
premier développement ; 

= bC ^ ^ — - — -^ ' " 



1.2.../Ï *1.2...(/2 1) 1.2 1.2. ..(Ai — 2) l.ît 3 1. 2...(/^ 3) 

H- etc. -h- ' V -r-D. 7''~"i H • y''* 

1. 2 .. .{n — 1) ■ 1. 2... /^ 

En particulier , on a 

1. 2. 3 1. 2 1. 2 ^ 1. 2. 3 ' 



et 
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et la dérivée est 

l.Q.3.4 1, Q. 3 l.Q 1. Q 1. Q. 3 ^ l.a.3.4 ' 

d'où Ton conclud que la règle que nous avons donnée dans le numéro précé- 
dent s'applique encore aux dérivations des quantités où entre 5*. Il en est 
de même de celles où y entre , quon développera delà même manière, pour 

avoir un second développement de , dans lequel entrera la lettre J; 

^ ^ 1, «2 n 

laquelle lettre sera considérée à son tour comme un premier terme de poly- 
nôme , conformément au n,^ 21 ; et ainsi de suite. 

JNous nommons en général premier développement celui dans lequel entre 
une lettre de plus que dans lexpression proposée , cette lettre étant mêlée 
avec les signes o; développement second, celui dans lequel entrent deux 
lettres de plus ; développement troisième , celui qui renferme trois lettres de 
plus; etc. 

26. Le développement des quantités '- , — -^, , etc. , s'arrête natu- 

^^ ^ 1. Q ... /z 1. 2 .../ 

Tellement après qu'il est parvenu au terme dont le second facteur n'est plus 
affecté du signe dérivatif d. Ainsi le développement de — —^ a pour dernier 

terme -. y^ , celui de ^ — a pour dernier terme r, — d^. Le 

1. Q. 3 ' ' 1. ^2. 3. 4 ^ 1. Q. 3. 4 

second facteur du dernier terme est, dans ce cas, une puissance d'une seule 

lettre , dont l'exposant compte le nombre des dérivations qu'on a faites sur la 

puissance. ou la fonction de la lettre précédente, et ce dernier terme est le 

seul qui puisse donner un terme nouveau dans la dérivée. 

Mais il y a des cas où le développement s'arrête plus tôt ; c'est ce qui 

arrive toujours quand l'indice ou exposant n du signe dérivatif est plus grand 

que l'exposant r de la lettre sous le signe, comme dans — ^ — ; alors le déve^ 

loppement s'arrête après le terme dans le premier facteur duquel l'exposant 
de la lettre sous le signe d non ponctué est égal à l'indice de ce signe ; car 



il est visible que les quantités de cette forme . ^ — sont égales 

^ '■ 1 . Q . . . A^i 1 a . . . m ^ 

a i umte , et leurs dérivées , comme -, -, , etc. , 

1. a...(m--H 1) 1. '2... (/72^-4- 2) ' ' 
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^ , etc. 5 toutes égales à zéro. Ainsi le premier développement 

de — '- n a que trois termes , parce qu'il s arrête après celui dont le premier 

facteur est ^ = i ; ces termes sont 

1. Q. 3 

DT.g'S D^cy 1)2 6*3 ©5.72 D^g^S r)4. ^5 

= D g'S. 1 ^ . ^ ^ ^. ^. 

1. 2... 7 1... 6 1.2 1 3 1.2.3 1....4 

Lorsqu'il arrive que le dernier terme d'un premier développement a son 

premier facteur de la forme , c'est - à - dire , éfi;al à l'unité , alors ce 

^ 1. 2.... m ^ 

dernier terme ne donnera pas de terme nouveau dans la dérivée , parce que 
les dérivées de l'unité sont égales à zéro ; de là il résulte qu'en calculant des 
premiers développemens , dés qu'un développement s'est arrêté dans une des 
dérivées, toutes les dérivées suivantes ne contiendront plus que le même 
nombre de termes de premier développement, les premiers facteurs demeu- 
rant les mêmes dans toutes les dérivées. Ainsi Ton a 

D^.g^5 d7. y D2g'3D6. y2 r)3 g^5 d5. y3 

i..^.8 1....7 1.2 1....6 1.2.3 1....3' 

= D^^ ^ H- . ^ 1 -. ^, 

i....g 1,... 8 1.2 1....7 1.2.3 1 — 6 

etc. ; ce qui fait voir que la 2,.^ partie de la régie n.^ 24 ne trouve pas 

d'application dans ces cas , les dérivations qu'elle prescrit n'étant pas possibles. 

27. Donnons actuellement les développemens successifs en y, S y s, etc. de 
deux dérivées immédiates , dans la vue d'examiner comment le développement 
complet et réduit de la dernière dérivée découle de celui de la précédente. 

Nous avons calculé chacun de ces développemens en suivant la voie indi- 
quée dans le n.^ 26, et , pour faciliter les comparaisons j nous les avons placés 
sur des colonnes correspondantes dans les deux tableaux suivans (I) et (II). 

(^P^oj^ez les tableaux ^ pages 20 et q,\ ). 

De cette manière 5 chaque colonne de (II) présente la dérivée de la colonne 
correspondante de (I), exprimée par les mêmes lettres. 

On remarque que dans ces tableaux on a fait 

1)4. cy d3. ^ J32, g 
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il est aisé de se convaincre de iexactitude de ces transformations , et en général 
de celles-ci 

L- — ; — » — etc. 

1.Q.../2 l.Q...(/Z-l) l.Q...(^Z-2) *' 

car, si on regarde successivement y ? J", g, ^, etc. comme des premiers termes 
de polynômes , on a ( n.® 7 ) 

On peut encore s en convaincre par l'application immédiate de la formule 
du n.^ 25 , car elle donne 

^ =: Dy. =: D y. D J. = D 7, D J. D £. D. C = D 7. D d- Dg. D C w , 

i..»4 ' 1. 2. 3 ' 1. Q ' ^ ' ^ ' 

et puisque les expressions Dy , Dj", Dg, d^ sont toutes égales à l'unité, on a 
D^K 7 d5. J d2. g ^ 

771 ^ T:"^3 =177 = ^-{f =^- 

Après avoir considéré les deux tableaux comme formés indépendamment 
Fun de l'autre, examinons de quelle manière chaque colonne du second 
dérive de la colonne correspondante du premier. 

En s'arrétant d'abord aux premiers développemens , en y , on voit que la 
première colonne de (II) se déduit de la première colonne de (I), si Ton fait 
simplement une dérivation sur les seconds facteurs en 7 , sans rien changer 
aux premiers facteurs en f , lesquels demeurent les mêmes dans la dérivée 
et ne donnent point de terme nouveau , parce que ici se rencontre le cas dont 
il a été fait mention à la fin du n.° 26. 

Passant aux secondes colonnes, qui contiennent les développemens en (îdes 
quantités en 7 des premières colonnes, il est visible que la deuxième colonne 
de (II) se déduit de la colonne correspondante de (I), en faisant une dériva- 
tion uniquement sur les derniers facteurs en S y sans rien changer aux facteurs 
en 7 et S"; à l'exception cependant des facteurs en 7, suivis d'un facteur en ^ 
non affecté du signe dérivatif d , et dans lesquels l'exposant de 7 est plus grand 
que l'indice de i) , lesquels facteurs donnent chacun un ternie nouveau dans la 
colonne dérivée en (II), conformément à la 2.^ partie de la règle n.^ 24. 

On fera des observations semblables sur les colonnes suivantes. 

On remarquera aussi que les termes qui dans (II) proviennent d'une dériva- 
tion relative à la 2.* partie de la règle n.^ 24 , ne sont pas susceptibles de déve- 
loppement ultérieur , et se retrouvent les mêmes dans les colonnes suivantes de 
( II). La raison en est que leurs derniers facteurs sont dégagés du signe dérivatif. 
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Tableau (I), 



Dével.' j^\ en y. 1 Développem/ q/\ en l 



Développement 3/, en g. 






1. î2^.6 



l.Q.3.4 

»-{— • « 1— 

1.2 1.Q.3 

05^*4 D2.y5 
1. 2. 3' 1. 2 



B4f4 
l.q.3.4 '^ 



D g*4« 



1 Q.3 



dC4 



D2. 



1. 2 






1. Q 



^^y\ 



1. 2 



D.(î^ 



. D y^. D. (î 
I)^g4 ^ 

1.2.3 1 D2cyJ 



1. 2 



D4g^4 
^ 1.2.3.4 



D y4. ^ 



D2g4 
1. 2 



1.2.3' 



Dy2. D. « 

H ^^ 

1. 2 



jySu 



Dy^, 



y^.8 



D^y^ 



1. 2 



J^^ 



D4f4 

Tableau (H) , 



Dével.'i.e^eny. Dëveloppem.'a. ', en J. j Développement 3.«, en g. 




Développement de 
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d5. g*4 



31 



l. Q.... 3 



j Développement 4.®, en ^. Développement 5.^, en rj. Développa réduit 



I 



D e^K D. ^ 



i 



D^4 
1. Q 



D^g4 
1.2.3" 



Dy^.^ 



D-'< 



1. Q 



D J-\é 



D2y^ 



1. 2 



^ 



I H 5 — »y*-o 

V i.Q.3.4 

Développement de 



D g'4. tj 



1. 2 * 



"1.2. 3* 






1. Q 



D(^^. 



Dy^. g 



D- 



1. 2 



S' 



V, 1.2.3.4 

1)6. g"» 



1. Q... 



iS^'fi 



6C^ 



2y-^ 



-H2,î. 



3 y2. g 



4^ 



■3y.^ 



J 



4 7 



■^J 



Développement 4.^, en ^. Développement 5.^, en ;;. 



(*) 



Développ.' réduit. 



Dê=4. 



1. 2 



1.2 1 . I>^^^ 



1. 2 



D ë"i, D. >; 



lD 



y-.»; 



D2g"( 



1. 2 



'D^-^ 



4^3.^ 



( 1-2 



D'^y2 \ 

[ 1.2 



.6g..(_H 2J.^ 






1.2.3 



1.2... 4 



1. 2 



bS'^ 



< 1.2.3 
^ D y i g 

L. J. 



1. 2 



iDy5. ^ 



1.2. 3 



D'i ^4 



1. 2 
D^yS 



1.2.3 
[Dy4. g 



T-^3 



\ 1.2...4 iH ^. 

V f 1. 2 



^ 



V 



4ë'<-i-3y.2(î.e 
-H 6 y-. (J^^ 



(") On a omis le développement sixième, qui ne diffère du cinquième que dans le premier terme. 
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2.S. Il est essentiel de s'arrêter aux développemens réduits , placés dans les 
dernières colonnes , et dans lesquels , les dérivations ayant été effectuées , les 
signes d ne se trouvent plus nulle part. 

On conclura d'abord de l'inspection des colonnes précédentes et des obser- 
vations que Ton a déjà faites , que ce pour déduire le développement réduit 
5:> de la dérivée (II) de celui de (I), on n'a jamais de dérivations à faire que 
:>:> sur les dernières lettres de tous les termes de (I) et sur les avant- dernières 
:>:> de quelques-uns de ces termes , et qu'on ne touche pas aux autres lettres. » 

Ainsi , en ne faisant varier que les dernières lettres , l'expression suivante 

laquelle est le développement réduit de (I), donne pour la dérivée les termes 
suivans 

4^^.^ -4- GSH^y-yJ "^ ^^•^) ^ 4S^(3y-.^ -4- Sy.^Se) H-^ 4y^-£- 
Les seuls termes de l'expression précédente dans lesquels il faille de plus faire 
varier les avant-dernières lettres , sont 

ils donnent , par cette autre dérivation , les termes 

lesquels, étant ajoutés à ceux que nous venons d'obtenir, forment la dérivée 

ce qui est, comme l'on voit, le développement réduit de (II j. 

Les dérivations que Von fait sur les dernières lettres de chaque terme , 
remplissent l'objet de la première partie de la règle n.° ^4 ; celles que Ton 
fait sur les avant - dernières , et qui donnent des termes nouveaux dans la 
dérivée , satisfont à la seconde partie de la même règle. 

Il est toujours facile de reconnoitre dans les développemens réduits les termes 
sur lesquels il faut faire deux dérivations , et qui donnent des termes nouveaux 
dans la dérivée. 

ce Le caractère auquel on reconnoît ces termes , consiste en ce que , les lettres 
:» étant disposée,s suivant leur ordre naturel, la dernière lettre du terme, ou sa 
5) puissance, est précédée de la lettre immédiatement précédente dans l'ordre 
w des lettre^, ou d'une puissance ou d'une fonction de cette même lettre. » 
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Ce caractère est exclusif, et il n'y a que les termes qui le portent qui soient 
susceptibles de deux dérivations. 

En effet, supposons qu'on soit parvenu au développement en A) et qu'on 

ait le terme ... X A^, où le dernier facteur a^ nest pas affecté du 

signe D (n.^ ^6 ), et où k a subi le plus de dérivations, car il n'y a que ce 
terme qui puisse donner un terme nouveau dans la dérivée ( n.° 24 ) ; il 
résulte des n.^^ 21 et 26 que dans ce cas l'exposant ^ de A doit être égal à 
l'indice m de d'"^ le terme dont il s'agit, aura donc nécessairement cette forme 

... X A'"- Actuellement , on ne peut faire à l'égard de r que ces 

trois suppositions : ou r est ^ 7?z , o^x r z=i m ^ om r <C^m, 

1.^ Si r > m ; soit r = 771 --H 72, le terme .... X A^ devient 

1. 2..,77Z 

... X ~— A^ * et a cause de 

^m^m^n fm + 7?) (jn + 7Z-l) . . . ^72+ 1 ) ^ (772 + 1 ) (7 77 + q) ... (/77 + n) 

i.<X,^,m 1. 3 . . . m . ^ T. 2 . . . 7z ^ ' 

j^mm-\^n (772 + 1 ) (tTZ + q) ... . (777. + 7?) 

1. 2... 771 1. 2 ... 72 ' 

où l'on voit A'" précédée de k"" , k étant la lettre qui, dans l'ordre naturel, 
précède A immédiatement. Aussi, dans ce cas le terme est- il susceptible de 
deux dérivations , puisqu'il a les conditions exigées par la seconde partie de 
la règle n.® 24 , et par le n.^ 26. 

2.^ Si r z=: 772; alors -^— devient = = 1; donc le terme 

1.2.,.77l 1.2... 772 

• • • X Yr2~^z ^"^ devient ... x A"* , où ^ disparott entièrement ; donc la 

lettre a ne sauroit être précédée de >c. Aussi le terme ne sauroit-il donner 
aucun terme nouveau dans la dérivée parce qu'il est dans le cas désigné à la 
lin du n.° 26. 

3.^ Si r <^ 772 , le terme même disparoit et ne sauroit se trouver dans aucun 

développement, parce que ^ — étant ;= 1 , toutes les dérivées ultérieures 

; ; r SOUt zérO. 

1. 2... (772 + ;/) 
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2g. Les dérivations dans ce §. II sont, comme on voit, toujours accom- 
pagnées des^ divisions par les produits convenables des nombres i, 2, 3, 4, 
etc. Ces dérivations , les divisions y comprises , s'effectuent de la manière la 
plus aisée et sans que les coëffîciens numériques causent aucun embarras : 
nous en nommerons les résultats des dérivées divisées. 

Si c'est sur une dernière lettre qu'il faut faire une dérivation , cette lettre 
est ou simple ou élevée à une puissance. Soit généralement y,^ la puissance 
de la dernière lettre ; on a pour la dérivée divisée d.^'" =zz:d;c'". A=w>c'""~^A; 
et si 77Z =: 1 , on a D.H = A» Ainsi , 

1.° ce Pour prendre la dérivée divisée d'une lettre simple, on n'a qu'à écrire 
5) la lettre suivante; ?) ce qui résulte d'ailleurs de la remarque faite n.® 27. 

2.® ce Pour prendre la dérivée divisée d'une puissance , on multipliera par 
5) l'exposant de la puissance, lequel deviendra un coefficient numérique; on 
:>^ changera une seule lettre dans la suivante, ce qui diminuera l'exposant 
» d'une unité. 5) 

Si c'est sur une avant - dernière lettre qu'il faut faire une dérivation, cette 
lettre est ou élevée à une puissance , ou sous le signe de fonction. 

Soit le terme ... X à yJ^- K^ 5 où h est un coefficient numérique ; la dérivée par 

rapport à ^ est ... A -^--- — A-^, où l'on a divisé par p-\-\ (n.^24), parce que 
l'exposant p àe K compte le nombre des dérivations que y!^ avoit déjà subies : 
or , D.;c'" = D^'". A = myj^-^ A ; donc la dérivée sera ... X yJ^-^K^'^^' Donc, 

3.^ ce Pour prendre la dérivée divisée d'une avant- dernière lettre y élevée à 
5) une puissance, on multipliera par l'exposant de cette puissance , on diminuera 
:» ensuite ce même exposant d'une unité, de laquelle on augmentera l'exposant 
» de la lettre suivante , et on divisera par ce dernier exposant ainsi augmenté. » 

Si l'avant-dernière lettre est affectée du signe de fonction, le terme sera de 

cette forme ^^—' /S'", et la dérivée divisée sera ^^ ■ /B"* "** ^ ; ainsi , 

4.^ ce On fera une dérivation sur la fonction comme si vcc étoit = 1 , on 
» augmentera l'exposant de la lettre suivante 3 d'une unité , et on divisera par 
>5 cet exposant augmenté. 

» En général , toutes les fois qu'il se forme une nouvelle puissance plus élevée 
» d'un degré , on divise par l'exposant de cette nouvelle puissance ; et toutes 
>5 les fois qu'une puissance s'abaisse d'un degré , on multiplie par l'exposant 
5) non diminué, » D'après 
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D après cela, les dérivées suivantes de ^-^ se déduisent facilement du 

^ 1. Q.... 6 

développement réduit de cette quantité (n.*^ 27), et Ton a sur le champ 

^ J g = 4i3^>?C H~ 6/3^ (2y.; H- 2j.g +- 2g?; +. ^^)-f- 4/3 (3y^.^ H-- 3y(Q(î^.;;-|- 2g^) 

^ 3 J^^^ 3dV }^- 4y^.>; -H 6y^ (2^^ 4- a^) -H 4y3^'2g -f- cJ^. 

On peut remarquer que toutes les fois qu'on arrive à un terme susceptible des 

deux dérivations , on les fait de suite et avant que de passer au terme suivant. 

3o. En rassemblant les observations que nous venons de Faire , on parvient 
à cette règle très-simple , pour former les dérivées divisées et développées : 

R i: G L E. 
Pour' faire les dérivations qui servent à déduire le développement de 
Jjii — _-^ de celui de — '— — ; après avoir disposé les lettres suivant leur 

1.Q.../Z. (/Z+ 1. Q... 7Z ' ^ 

ordre de succession y 

1 .^ On ne fera i^arier y dans chaque terme , que la dernière lettre ou sa 
puissance , en suivant les règles des différentiations, et en mettant simplement 
/3 pour B.c^f y pour D.,/3^ S pour D.y, etCy sans autre coefficient que V unité. 

2.^ On fera de plus "varier V avant- dernière lettre y sa puissance ou sa 
fonction^ si elle se trouve être la lettre qui ^ dans V ordre alphabétique, 
précède immédiatement la dernière du terme; et comme la puissance de 
la dernière lettre augmente alors d'une unité ^ on divisera par V exposant 
ainsi augmenté. 

Cette règle est d une pratique extrêmement aisée : elle ne fait jamais calculer 
qu'une seule fois les produits composés des mêmes lettres; elle donne les 
coëfficiens numériques sans la moindre peine : de sorte qu'avec son aide on 
déduit les uns des autres les termes de la série déjà tout réduits, et avec tant 
de facilité qu'il n'en coûte que la peine de les écrire. 

3i. On peut appliquer cette règle aux exemples déjà calculés , n.°^ 12 , 14 > 16; 
mais donnons- en encore d'autres, afin de mieux montrer la marche facile 
et rapide du calcul. 
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Exemple I. 

Développer la puissance quelconque ni d'un polynôme quelconque , 

{oc -^ (èoc -^ yx'^ H- ^x^ -^ sx^ -+- ^x^ ^ yj x^ -{^ etc.)"* , 
en une série de cette forme 

^ ^ JBx -+- Cx^ -+- Dx^ ■+- Ex'^ -4- i^ii^^ -4- Go;^ H~^ etc. 



Nous avons A i=i c<P^\ de là on déduit successivement B ^ C^ D déjà tout 
réduits , ainsi qu'il suit : 

A =z OC-^, 

' 1.2 ^ 

_^ n 777.771-1 _ 77Z.77i-l. 772 - Q ^ ^^ 

1.2 1. 2. 3 

1.2 ^ ^ '^ '^ 1. 2. 3 ' 

7?^.7/ï-1.7?7— 2.77^-3 -, , 

-H- «'«-4./34, 

1. 2. J. 4 

F = 7n^--^^-4- ^!!l!^Ia:--î^(2/3g H^ 2yJ) -H ^'^^^^-^-^ ^.-3 (3/3^^ ^ 3/2y^) 

1.2 ' 1. 2. 3 

777.777-1.777- 2. 77Z-3 ^ -,, 772.771 - \ .771 ^7 .771-3 .777 -- /^ . 

^ I. .. 3. 4 '^"-M^V -f- — I-^X-T~3^" -^ ' 

^ 771.771-1 , ^-î h, 777. W- 1» 771- 2 _ 'z/o^c, 

G = 777flj'«-l.^H .^«-2(^13^^ 2yg ^ j^a) ^ ^^-3(3^^3 

1. 2 V ' o / / j. 2. J 

etc. On peut continuer avec la même facilité autant qu'on voudra. 

Si le procédé pouvoit encore avoic besoin d'explication après ce qui en a 
été dit précédemment, nous en donnerions l'indication suivante. 

Qu'on soit parvenu à D , par exemple , et qu'on veuille en déduire E : le 
premier terme 77? as"* — !^ donne, en changeant la dernière lettre i' en g , 777 oc""— Ks; 
et comme ^ n'est pas précédé de y dans ce terme de D , mais bien de ce , je 

777 . 77t — 1 

passe au terme suivant ^ aî'"-"«.2/3y. J'y change d'abord la dernière lettre 
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y en d; jai a/^ — -. 2/3d, et , comme dans le terme, y est précédé 

de /3 , qui est la lettre qui précède y immédiatement dans l'ordre alphabétique , 
il faut aussi changer /3 en y, et jai de plus — — IZ- 05^ — 2^2 ^ en divisant 
par 2 , parce qu'il se forme une nouvelle puissance y^ Le troisième terme 
— -^ ô — a;'""~^/3^j contenant deux lettres voisines, donne aussi deux 

termes pour la dérivée, savoir — 05'"-^. S/B^y en faisant varier /3 , 

777. m- 1.77Z-C>.m-.3 n^ p ^ . -r / . i • r 

et aj'"'~'4/34 en faisant varier a. La reunion des quantités 

1. Q. J. 4 "^ A 

que nous venons de former, compose la valeur de E. 

Exemple II. 
32. Développer 

Cos(q5 -h- [ix ^^^ yx- H- ^x^ -4- a^x4 ^- ^x^ -^ ^x^ H- etc.) 
en une série de la forme 

A H- Bx -H Cx^ -4- />^r^^ H- £'.t4 ^ etc. 



On a -/^ = cosûî; delà, B ==i — siri<^./3; continuant les dérivations, on a 
sur le champ , et sans être obligé de faire aucune réduction , ce qui suit : 

B =1 — shioc' /3 , 

r> ' cos^^ ^ 
C ==: — siuoc* y P" ? 

1.2 ' 1.Q.3 ^ ' 

1.2 ' '^ 1. a.3 ^ ' 1. 2. j.4 

F^- sin^.^ _ ^-. (Q/3g ^ Qy^) ^- f^3- (3^c? 4- 3^yn 



^ 1.2.3.4 i-'î-S 

sina.^j — £^^.(0/3^-1- 2ya H- J'^) -f- ^3' (3/3-'g -H 3/827^ -^. y^) 

+ — -•(4i3''<î + 6/3^7^) — —^-5/347 — — ^-/SS 



1... 4 
etc. , et ainsi de suite. 
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33. Mais sans nous arrêter plus long-temps à des cas particuliers , nous 
allons donner onze termes du développement du cas général où la fonction, 
du polynôme est quelconque , connue ou inconnue. 

Soit donc la fonction exprimée généralement par 

(p{oc -4-/3^-4- yoc-^ -H cF^^ -f- ex^ 4- (,oo^ H- yjx^ -4- etc.): 
le premier terme du développement est (poc ; en suivant la règle du numéro 
3o, on écrit sur le champ les termes suivans, chacun se déduisant de celui 
qui le précède ; voici le développement : 






1. 2 



X^ 



■D'-(pOC 



1. 2 

ïyXpoc 

1.2. 3 



2/3y 
/35 



x^ H- D(pa. g 



1. a 
■ 1.2.3.4 



i34 



^4 



BCpoj.^ 



1. Q 
"1.2.3' 
'1.2.3.4' 



{2/3s H- Q7J} 
{3/3^J-h3/3yO 



4/3^y 



1.2...:^ 



a;3 



4- n(pa. ;/ 



1. 2 



{2/3^+.2yg-h(^^} 



1.2.3* 
1.2... 4 



{4/3'^(î-H 6/3^7^} 






1.2... 6 



H-3y^<| ) 



[j;7 + rxpct- 1 



1.2.3 



1.... 4 

d5 



1....5 






7 



/37 



6/3=27cr 
4/3y3 



^/B^cJ -+- io|33y^} 



^_^!^. {Q3^-f-2y,,-4- Q^^-h£2) 



1. 2 



c^_ ^3/32;jH-3,/3(2y^-^Qd\)) 
J.2.3 \ -f-3y^g + 3y(J^ ) 

n^. ^4/3YH-6/3-C2ygH-j2j^ 
4/33y-(JH-y4 | 

- 10/2^ 2yJ' ) 

- lo/S^y^ S 



" 1.... 3" 



.6, 



D<'(pa 



1... 6 

D7(pQ; ^ 
'1... 7 



7/3S 

/38 



xc 









1. Q 
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+ i.q:3( + 3y^^+3yQ(5's + (î3 

■^ 1....4' (+4/3(3y^g + 3y(J^) + 473(J^i 

d5^ (5/3'i^ + io/33(2yg + (î^)) 
■*"i.... 5'( + io/3^3y^^+5/3yM 



+ 






{r)/35g+ iS/B^ayj' + 2o3V} 



+ ^.(y./3'^J+ai3-V} 






1.... g 



a; 



le 



1. 2 



"^ 1.2.3'i + 3y2^ + 3y(2<î^ + g^; + S^^gj 

d4^ \a(^^0 + 63'^ (27,, + 2aY + s') ) 

+ 1....4 *(+4/3;3y-^^+3y2<5'g + (|3) + 4y3g + 67^cÎ2J 

pSçpa; p^'^»? + 10/33(2y^ + 2(îg) j 

"*" 1.... 5* I + 10/3^ (3y-'g + 3y<?-^) + b^iy^ + y^\ 

ry^cpx (6/35^ +13/34 (2yg + l^) + 2o/333y'^<î 



+ 



—6*1 



2) + 2o/3^3y'^J) 
+ i3/3^'y4 5 



+ ^^-{7/26g + 21/352^^ + 35/34^5} 

+ ^-{8/37,î + 28/36y2} 
b9(B« 

31_. I 

1.... 9 

D'0(pQ5_ 



+ j^'9/3^y 



+ 



1.... 10 



/310 



etc. On peut continuer ainsi sans peine autant qu'on voudra. 

34. On pourroit développer de la même manière les fonctions suivantes, 
tang(a H- g'x H- yX'^ -H etc.), cotang(a s,- Qx -\- yx'^ -f-etc), 
arc.sin(« H- C-r -1- yr^ -h etc. ) , arc.cos(a -t- S'a; -(- yx'^ -f- etc.), 
log.sin (« H- ê'j; + y.x2 -{- etc.), log.cos(a5 -f- Cx -+- yx'2 -f- etc.), 
et toutes sortes d'autres fonctions. Mais comme les quantités polynomiales 

demeurent toujours les mêmes, et que les seules n^oti — ■> — -^ » etc. 

changent avec la nature de la fonction ; que d'ailleurs ces dernières quantités 
se trouvent toujours par les règles du calcul différentiel , puisqu'elles ne 

sont autre chose que —f- , -\ — -, , . o j % i etc., d« étant constante ; 

H 



■# 
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il suffira de substituer les valeurs de ces quantités dans le développement du 
numéro précédent, pour avoir celui de chaque fonction particidière. 

On remarque , sans que j'en avertisse , que si le polynôme n'est composé 
que d'un nombre limité de termes , comme si Ton a (p{cc -h S oc -H 7 r^) , il 
suffit de traiter comme constant le coefficient y du dernier terme de ce 
polynôme ; de cette manière on ne calcule rien de superflu , et on a sur le 
champ le résultat tout réduit. 

35. Si ce n'est pas les dérivées divisées qu'on demande à déduire les unes 
des autres, mais bien les dérivées simples -D.cpw, l'^'^'CpoC', n^. (p^, etc., 
dégagées des divisions par les produits convenables de 1 , 2 , 3 , 4 ? etc. ; 
voici comment on s'y prendra. 

Soit en général d'^. (poc développée et réduite ; pour en déduire jy^ "^^.(pcc^ 
on multiplie chaque ternie de la dérivée proposée par n -f- 1 ^ indice de la 
nouvelle dérivée , et Von exécute les dérivations par la règle du n,^ 3o. 

Ainsi Ton trouve 
D. (poc = r>(pcc*Cy 
■D^.Cpoc = QDCpcc-y -4- D^cpoî. 5*2, 
D^.cpoj = 2.3DCpaî. J" -f- 3i)^(poc, Qëy -^ n^cp^. g^^^ 

■D^.cpoc =■ Q.3.4D(pa5. 8 -H 3. 4 d^Ç)^. (q^J -+- y^) -4- ii^^Çcc. 3S^y -h D-^CpocC^^^ 
et ainsi de suite. 

La règle précédente découle immédiatement de celle du n.° 3o. En effet, 
il est facile de voir qu'elle mène au même résultat que Ton obtiendroit en 

calculant — ' "^ ^ par la rèele du n.® 3o , et en multipliant ensuite chaque 

terme par le produit i, 2. 3,.. 72(^1+1), afin d'avoir n'^H-^cpc^. 

36. Jusqu'à présent nous avons déduit chaque dérivée de celle qui la pré- 
cède immédiatement , mais nous pouvons aussi faire l'inverse , et déduire en 
rétrogradant une dérivée quelconque de celle qui la suit immédiatement 
et qui est d'un ordre plus élevé d'une unité , c'est-à-dire , déduire le coefficient 
de op'''-^ dans la série, de celui de jc". On peut nommer cette opération 
une dérivation inverse^ et la désigner par p-^» ou par s, en faisants z=:z v^^ j 
( s egt une petite capitale de caractère romain ) ; cette opération répond à 
l'intégration comme la dérivation directe répond à la différentiation, 
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Pour déduire une dérivée divisée de la dérivée divisée de Tordre immé- 
diatement supérieur , on observera la règle suivante ; 

RÈGLE. 

Soit donnée ^^— développée et réduite : pour remonter de cette dérivée 

à celle qui la précède d'un rane.. savoir à — ^-— ^ , 

^ ^^ i.q...(az-i)' 

^ 1.^ Rejetez tous les termes oie les dernières lettres sont élevées à des 

puissances plus hautes que la première ; 

Q..^ Dans chaque terme terminé par une lettre simple ^ changez cette 

dernière lettre du terme en celle qui la précède dans l'ordre alphabétique, 

et toutes les fois quil se forme une nouvelle puissance , divisez par son 

exposant. 

Ainsi , soit donné , par exemple , 

£i^ = „(P«. , _+. ^I^. (, Ç^ _H ,y, H_ ^.) -I- ^^. (3 QH + 3 ^.y<î+y3) 

i.... 4 1.... 3 ' 1 6 

on trouve par la règle précédente, pour la dérivée inverse — -~ , 

^ ^ 1. Q ' 1. 2. 3 ^ ' ' 1 4 

1.... 5 

Cette règle est l'inverse de celle du n.^ 3o , et il est aisé d'en sentir la 
raison , sans qu'il soit nécessaire dy insister; il suffit d'observer que les termes 
qu'on rejette sont ceux qui , dans les dérivées directes , proviennent des 
dérivations faites sur les avant dernières lettres. 

On peut calculer par cette règle , dans un ordre inverse , les termes du 
développement du n.^ 33 , ce qui sert à la pratiquer et me dispense de 
l'appliquer à d'autres exemples. 

37, S'il s'agit de faire des dérivations inverses pour former des dérivées 
simples, c est- à- dire non divisées, on observera la règle suivante: 
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Soiù donnée D^.cpcc développée et réduite; pour remonter de cette dériçée 
à celle de V ordre immédiatement inférieur y D^^^cp^, divisez toute V exprès-' 
sionpar n, indice de la dérivée proposée , et suivez au reste la règle du n.^ 36. 

Ainsi de 
on déduit par cette règle 

Cette règle est un corollaire des n.®^ 35 et 36. 

38. Voici une autre manière de parvenir à la règle du n.® 3o , qui est à 
quelques égards plus simple et même plus directe que celle que nous avons 
employée. Elle ne suppose que ce qui a été dit n.^^ i , 2 , 3 et la règle du 
développement des puissances des binômes, et mériteroit peut-être la préfé- 
rence dans une exposition abrégée de la méthode. 

Dans (p{cc -H C^ -j- yoc^ -+- èoc'^ ^f- etc.) 

on peut considérer le polynôme ce --h Cx -h yoo^ -+- etc. comme engendré 
de la manière suivante : soit d abord ce seule et soit Cx son accroissement , 
on aura ce -h Sx ; soit actuellement yx laccroissement de 6", on aura 
ce -h Cx H- y-^^ ; soit encore Sx l'accroissement de y, le polynôme deviendra 
a +• Cx H- yx^ H- Sx^y et ainsi de suite. 

Or, si on avoit d'abord (p(ce -+- €oc) , Sx étant laccroissement de oj, le 
développement seroit, n.^^ 2 et 3 , 

(p{ce H- ëx) = 

^ ^ 1. C2 1. 2. 3 l.Q. 3.4 

Que C croisse maintenant de yx , on aura d'une part 

(p{oe -\- Sx -\- yx'^) ^ 
et de l'autre, en mettant ê" n- yx au lieu de Q dans ^, S^ ^ S^^ etc. consi- 
dérées comme des fonctions de f -H yx , et ordonnant par rapport à x , 

(p« -4^ 'DCÇoe^ Sx -h- i)(pce'yx. x 

1. 2 1. 2 ' 1. 2 1. 2 ' 

H- — ^-6^5 ^3 ^^ ^' DÇ^^yx.x^ -4- etc. 



1.2.3 l.Q. 3 



- o 5*^x4 + etc. 
i.î?.3.4 



Si 
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Si on met, de plus, y -^ Soc au lieu de y, ensuite S ^ soo au lieu de J, 
etc. ; on aura , d une part , 

(P(aj H- fi'x -H yx^ -+- Soc^ 4- e^^^ H- etc. ) , 
et de lautre , 

CPcc-hTxpcC'C^ "^ D(poC'yx,oc ~i- T>(pcc- Socx"^ H- lyCpoc&x.x^ -{- etc. 

1. 3 , 1. Q ' , 1. Q 

1.Q.3 1.2 1.2' 

1.2.3 ' 

1.2.. 4 

Maintenant , après avoir calculé quelques ternies de plus , qu on , fasse 
abstraction des x et qu'on suppose simplement l'accroissement àe oc = Q^, 
celui de ff = y , etc. , ou bien -d.oc = f , B.g* = y , n.y = ^, etc. , et qu'on 
examine de quelle manière le coefficient d'un terme quelconque dérive du 
précédent , on parviendra sans peine à la règle du n.^ 3o. 

Si de plus on observe que y = D.ff; S = i>-y ^=- — -~ -, nS'-.y = dÊ*-. d.C 

1.2.3 1.2' 1. 2 1.2^ ^ 1,2' 

Dg*5. y = D. g'5, et ainsi de suite; on aura les premiers termes de la série (2) 
du n.^ 21 ; d'où Ton conclura, quoique par une sorte dlnduction , le théo- 
rème du n.^ 20. 

39. Introduisons ici pour les dérivées divisées une notation plus simple, 

dont nous ferons souvent usa^e par la suite. Puisque dans '/ ^ • , *- — , 

^ ^ ^ 1.2. 3...//^ 1.2... m ^ 

le dénominateur se forme d'après l'indice ou exposant ?7i du signe dérivatif d, 
ce dénominateur n'étant autre chose que le produit des nombres naturels 1 , 
2,3, etc. m , dont le dernier est cet indice même ; nous proposons de mettre 

D'" au lieu de , le ^ au-dessous du d indiquant un coefficient déno- 

^ 1.2. 3...//^ ^ 

minateur, déterminé par l'indice m. Ainsi on écrira indistinctement D^cp^^ ou 
— ^, ^^(Loc ou — ^; p-^.g^ ou — -, pS.e^r QU ^, Df.g*'^ ou r— , etc. 

1. 2 ^ ^ 1.2.3 ^ 1. 2 ^ 1.2.3' c 1.2.3.4 

I 
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§• III. 

Manières de calculer un terme quelconque du développement 
indépendamment de tous les autres. 

40,. La méthode que nous venons de donner offre des moyens simples 
de calculer un terme quelconque de la série dans laquelle se développe la 
fonction du polynôme, sans qu'on ait besoin de connoître les termes précédens 
ou subséquents; car les termes de ce développement sont la plupart composés 
eux-mêmes de plusieurs autres termes , et comme il est toujours facile d avoir 
un de ceux-ci, tels que le premier ou le dernier, on peut en déduire les 
autres par dérivation , à peu près comme nous avons fait dériver les termes 
même de la série les uns des autres. Ces manières de calculer un terme 
de la série , isolé et hors de rang , étant souvent d'une grande utilité , nous 
les présenterons avec quelque détail ; elles sont fondées sur les formules des 
n.^^ 20 et 22 : comme celle qui résulte de la dernière de ces formules est 
la plus facile , nous allons l'exposer la première. 

Observons d'abord en général , que , puisque les quantités affectées du signe 
de fonction, 0(^05, p^(pck5, P^Ç^^ ? ^tc. , qui entrent dans les formules citées, 
se calculent par les règles des différentiations , tout se réduit à faire voir 
comment on développe , en les faisant dériver les unes des autres , les quantités 
que nous avons nommées polynomiales. 

Première manière. 

41. Prenons la formule du n.^ 22 , savoir : 
p«.(p^ — p«(pa. g^« 4- pn~ 1 (p^.D.C'^- ' -^-p"--^ (pa.p^. ? '^-^^ H- etc. H- D(p«.p«-i.C; 
les quantités polynomiales à développer se suivent dans cet ordre , 

g*«,D.ë'«~s p^g'^-S p5.C''-^ etc. p'^-^g*, 
et les exposans de ^ sous le signe d vont toujours en diminuant. 

Pour faire dériver le développement d'une quelconque de ces quantités de 
celle qui la précède et dont le développement est connu , voici le procédé 
qu'il faut suivre. 1.° Il est nécessaire avant tout de faire sur le développe- 
ment proposé ime préparation , qui consiste à diminuer dans chaque terme 
l'exposant de C d'une unité , à changer en conséquence les coëfficiens 
numériques qui proviennent des exposans de S", et à rejeter les termes où g* 
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n'entre pas. 2.® Après cette préparation , on fera les dérivations conformé- 
ment à la régie du n.^ 3o. 

Cela suppose qu'ayant en général p'^.6'% on en déduise d'abord p'". f'"— ', 
et ensuite p'^ + ^6''^— ^ de p'^.g'''— 1. Si on donne à chacune de ces trois 
expressions un premier développement , on y lira la démonstration du procédé. 
En effet on a, n.®^ q5 et q6 , 

4- etc. ^ re^.p'"-^+>.y''-^ -f- P'^-^VS (1) 

-4- etc. 4- (r- 1 )g*.p'«~'- + 2.yr — 2 .^ pm-r-j- Ky'-' ; ..... (2) 

-4- etc. -H (r-l )e'. p"» — '* + 3.yr--.2 ^ pm — r4-2.yr— 1 (3) 

L'inspection des formules ( i ) et ( «2 ) démontre la i .^® partie du procédé ; 
et puisque la formule ( 3 ) n'est autre chose que la dérivée divisée de la formule 
( Q ) , la 2."^^ partie du procédé est aussi démontrée. 

42. Pour donner un exemple de ces dérivations , soit C^ = €^ i on en déduit 
successivement, par notre procédé , 
8^7.7, = n.g*3 

je6j^hlss.y2^ . =r.e7 

1. 2 ' 1. Q. 3 ' ^ 

Sg-^.ô -f-^f.(27^ -h 2,r^H- g2) _t_lllli(3y2^-|-3y2j'sH-(^3), ^ ç6. ^3 

C2ë'. < H- — (ay^ -h 2(î;7 -t- 2 2^"), = Ç7.C2 

1 >c. • • •■ = P*^- ^• 

Le calcul dérivatif de ces quantités est si facile qu'il n'y a guère d'autre 
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peine que celle de les écrire ; car les coëfficiens numériques placés avant S 
sont ceux qui naissent du développement des puissances du binôme : il est 
donc très-aisé , en passant d une ligne à l'autre , de les changer en ceux qui 
appartiennent à des puissances de C inférieures dun degré. Dans cet exemple , 
je n'ai pas réduit les coëfficiens numériques , et j'ai laissé ceux de C séparés des 
autres, afin de faire voir plus clairement la marche des préparations. Rien 
n'empêche de réduire les coëfficiens ; il est même avantageux de le faire , pour 
la simplicité des expressions. 

Quand on fait ces réductions , le changement à faire aux coëfficiens numé- 
riques, en conséquence de l'abaissement des puissances de 5", pour passer 
du développement de p^. f '' à celui de p'^.S''^""*, se réduit à multiplier 
dans p'^. C^ chaque puissance de S par son exposant et à diviser tous les 
termes par r. Cela résulte encore de la comparaison des formules (i) et (2) 
du n.° précédent. 

43. On peut donc prescrire , pour ces sortes de dérivations , la règle sui- 
vante : 

RÈGLE. 

Le déi^eloppefnenù de i)^.C^ étant donné, pour en déduire celui de 
p'"-+- J. ê''"— » , 1.° divisez toute V expression par r, multipliez chaque puis- 
sance de Q par son exposant et diminuez cet exposant de V unité, en obser^ 
vant que dans les termes sans C cet exposant est zéro. 2.° Après cette 
préparation , faites les dérivations conjormément à la règle du n,^ 3o. 

44. Exemple I. Trouver immédiatement le coefficient du 8.® terme du 
développement de (p(^ -h Sx ~h ya;^ -f- etc.). 



Ce coefficient est p7, (poc , qu'il s'agit de développer. On a d'abord, n.^ 22, 

p7.(pa = p7(paj.D 4- -^^'(poc^-D'Q^ H- p^''(f)^.p^'.C^ H- p^<Paî.p^-ff^^ 

-+- p^cp^.p^uff^ H- P^^(pa:.p'^.g'^ --H t> (p oc^ "Q^K ^ ^ 
on voit donc que la question se réduit à celle-ci : étant donné p7(p^. g*?, 
c'est à-dire, la valeur de d7. (p^î lorsque le polynôme se réduit au binôme 
oc ■+• Sx^ déduire de ce terme tous les autres qui completteht le dévelop- 
pement de p7.(paj lorsque le polynôme a un nombre quelconque de termes. 

En 
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En suivant la régie précédente , on a sur le champ 

-H p5(p^.{3f2.^-4^ 35^(975 4- ^) ^^ 3y2j} 

Exemple IL Trouver immédiatement le coefficient de x^ dans le déve- 
loppement de sin(^ -f- Çx -h y^^ -4- etc. ). 



La formule du n.° qq donne 
ç^.sinof =: p^sina.g"^ H- D^sin^.n.g^ -I- p4sinûj. 02.5*4 ^ D^sinaj.D5.g*5_|-.D2sin^.p4.g*^ 

Or on a Dsin^, =005^:^ , D-sin^^ =: — sin^, D^^siu^j = — cosaî, D4sinctf 
= siiîAJ , r>^ sin^ =. qosoc , D^sin^j = — sin^^ : on a donc pour le premier terme 

^ S^. On en déduit les autres par la règle du n.° précédent , et Ton 



1. Q-.. 6 
trouve 

c 1.2...6 1.2... 3 ' 1. Q...4 ^ ' 

_ ^^. ^3S'2.8 4- 3€. 2yS -h y^) — ^- (^^.^H- 2yg H- cï^) -h coscc^. 

45. En multipliant tous les termes par 1. q. 3... n^ la formule du n.® 22 
devient 

D'^ — ^ç,^. ,^(,^- i)(^z- Q)p5. ê''^-^ -+- etc. 
-H T>(poc.n{n' 1).... 2. i.p« — ^g*, 
ce qui donne le moyen suivant de calculer immédiatement une dérivée non 
divisée d'un ordre quelconque. 

Pour développer d". cpo? , on a pour premier terme d« (^x* Ç"^ , et Ton en 
déduit les autres en suivant le procédé du n.^ précédent , à cela près qu'on 
omet les divisions , et qu'au lieu de prendre les dérivées divisées p'^cp^ > 
p''" ^cp^ 7 etc. , on prend les dérivées simples D"(p^, d"- ^(poc y etc. 

K 
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Soit proposé, par exemple, de développer D^.(p^ ; on aura 

-H b5(P^. 6.5.6*4, y , 

^ .^ /r c o X) 6.5.4.3.!2^ . 6.5.4.3.Q.1 \. 
,.-H d3ç)^. (6.5.4.3.f^.a H S.^yS H ^ y^) 

•4-^ Dcpc^. 6.3.4. 3. 2. 1. n* 

• 

46. II peut arriver que, ayant à développer D'^.cpa, on ne puisse pas avoir 
p'^cp^S'" , parce que p^cp^ est zéro, de même que quelques-unes des 
dérivées inférieures; ce qui a lieu larsque la fonction est une puissance entière 
positive. Si Ton demande, par exemple, le 9.^ terme du développement de 
(e» H- Scv -+- 7^2 -+- etc. )5, on n'aura pas ^^cc^^S^j parce que p^S"^ = 1 , 
et que ry^oc^ est zéro, aussi bien que toutes, les dérivées* supérieures. De là 
il s'ensuit que Von a, par un premier développement, 
ç8.^5 — pS^ô.pS.g'S ^ p4^5.p4f4 H- p3^5. p5.g>3 ^ p^a;^. p^. g^2 ^ doc^.b7.S. 

Il faut donc avant toute chose avoir le développement de p^oj^.p^.f^ afin 
de pouvoir ensuite en déduire ceux des termes suivans. On donne à cet 
effet un premier développement à p^. C^ , et l'on trouve 

p5, g'ô z:^ p5g'.\y3 ^ p2g*5. i3.y2 ^ Dê*5.p2.y, 

ce qui donne par la règle précédente, n^ 43. 

p3.Ç5 = IOe'2.y3 ^ log'^. Qy^ ^_- 5^4. g. 

On écrit à rebours cette expression , et l'on obtient , en suivant encore la même 
règle, 

p8«5 = 5e'4.g H- ioê^5. 2yJ^4- loff^.yS 

-1- 5^{4f5.g'H- 6g^2(2yg ~|- ^) -h 4g^.3y2^ H- y4} 
-H 5aj4.^. 
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Seconde manière. 

47. Si Ton prend la formule du n.® qo , savoir 
p«.(pa5 — D(pa:.p«-i.g'-i- p^cpctf.p'^-^g'^ -h p^Cpoj. p'^-^.Ç^ -h etc. -f- p"^a5.5*^ 
les quantités polynomiales à développer se succèdent dans cet ordre : 

p«-i.g^, p'^-^e^^ p'^-s.g^s, etc. , C"', 

La première de ces quantités n'est autre chose que la /z-i^^'"* lettre après 
ê", (n.° «2 7 ). Pour parvenir à faire dériver ces quantités les unes des autres, 
on observe que les puissances de C vont en augmentant et que les indices 
de D vont en diminuant^ et qu'ainsi ces quantités offrent une sorte de dérivées 
inverses ; voici la règle pour en former les développemens par dérivation. 

R È G L. E* 

Le déi^eJoppeinent; de 'Q"^*S^ étant donné ^ pour en faire dériver inversement 
celui de p'^-^ ff'^+S' 

1.^ On fait d'abord la préparation suivante : on augmente de l'unité 
r exposant de chaque puissance de J^ y ce qui exige qu'on multiplie par Ç les 
termes qui ne contiennent pas cette lettre ; et on change , en conséquence de 
cette augmentation y les coëfficicTis numériques qui proviennent des puissances 
de C • opération qui \se réduit à diviser par chaque exposant de S^ ainsi 
augmenté de F unité ^ et à multiplier tous les tenues par r -f- 1. 

Q.^ On exécute sur les termes ainsi préparés la règle du tz.® 36 , et Von 
obtient tous les termes de p'^— '. f'*-f-i qui contiennent S» 

3.° Pour avoir les termes dans lesquels Ç n'entre pas , on change Ç en y 
dans ceux des termes que l'on ment d'obtenir ou C n'est qu'à la première puis^ 
sance y en ayant soin de diviser par les exposans des nouvelles puissances 
qui se forment ; après cela , on applique la règle du n,^ 36 , et l'on a tous les 
ternies où entre y sans 6*. 

On cJuznge y en § dans ceux des termes que l'on "vient d'obtenir en 
dernier lieu oit y n'est qu'à la première puissance , et Von applique de rechef 
la règle du nJ^ 36. 

On continue ainsi jusqu'à ce qu'on obtiendroit des termes ùïl la dernière 
lettre seroit antérieure ^ dans V ordre alphabétique y à celles qui la précé- 
deroient dans le terme. 



m 
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Ainsi de p7.C=/, par exemple, on déduit au moyen de cette régie toutes 
les autres quantités polynomiales qui entrent dans le développement de J)^.(px, 
comme il suit : 



ê'^.g ^- ±>ilif3 2y^.^^ ±ig^3.y3, =D5.^^ 



6.5.4. 3. c?^, ^ 6.5.4,3 ^, 

2. 3. 4. 5 ^ q. 3. 4 ' ' G /^ 

7 f ^- y , = D. g*7 

f ^. . = S^. 

On fera bien de réduire les coëffîciens numériques , que nous navons 
laissés tels qu'on les voit que pour mieux indiquer la marche du calcul. 

48. Pour démontrer la règle , prenons les premiers développemens de p'".^'' 
et de b'^ — KC'-^^ ? savoir (n.^^ q5 et q6 ) : 

H- etc. •+- re*.p'«-'*H-i.y^—i -h p'^-'-.y'' , (1) 

Çm-i^r4-i zzn (r+ l) g*^ p«- ^. y ^ ^ + ^' ^ gr- 1, g^-5,y2 ^|^ ^'^ ^'^'^'^ C'-^. p^-4.y5 

H- etc. -4- (r + 1) g*, p'»-'--!./ ^- p'^-'-^y + i (q) 

En comparant tous les termes de la formule (2) , à lexception du dernier, 
avec ceux de la formule (1), on a la démonstration de la 1.^^ et de la q.^* 
parties de la règle. ♦ 

Quant à la 3.^ partie , elle n a lieu que lorsque r est <; ou =: 7n — Q ; car, 
si r est >- 77^ — Q y le développement de la formule ( 2 ) a pour dernier terme 
celui dans lequel Tindice de d qui affecte y est zéro , et tous les termes où 
cet indicé seroit négatif en sont exclus ( n.^ 26 ) : ainsi lorsque r est > 
m — 2 , tous les termes de la formule ( 2 ) contiennent g*, et le dernier terme 
pm- r.3. yr-i-i n'existc pas, Mais dans les cas où ce dernier terme existe , la 

3.^ 
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3.^ partie de la règle enseigne à en former le développement d'après celui du 
ternie précédent (r + i jg'. d^- '' - ^y'* de la même formule (q). Pour le 
démontrer , il suffit de comparer ensemble les développemens en S de ces 
deux termes, savoir (n.^^ q5 et q6) : 

-f- etc. -f- {r + l)rSy.B'»-^rJr.i -f- (r + l)e'.p'«-^^-^^, ... (3) 



-3 
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^- etc. -4- (r + l)y. p'«-2r--.a.Jr ^ p;;,_:,r-3.JrH-i (^) 

Or, cette dernière formule (4) se déduit, au dernier terme près,* de la pré- 
cédente ( 3 ) , en changeant dans celle-ci 1^ en y^ en divisant par les exposans 
des nouvelles puissances de y, et en faisant ensuite une dérivation inverse sur 
les quantités affectées du signe d. Quant au dernier ternie pw-2r-3. j^r+i j^ 
la formule (4), il dérive d'une manière semblable du terme précédent 
(/- -|- 1 ) y. D»»- 2'^-^.J''' de la même formule; et ainsi de suite, jusqua ce 
qu'on arrive à des termes où l'indice de d devienne négatif. Ce qui présente 
la démonstration de la 3.' partie de la règle. 

49. Exemple I. On propose de calculer immédiatement le 7.® terme du 
développement de ©(c^tf-HÔ^xH-y-^^-f-etc. ). 



Le coefficient de x^ est ^^.(^oc\ or on a , n.^ 20 , 

où le premier terme est D(p^.D^^. S^r^Dcp^;^; de ce premier terme on déduit les 
développemens de tous les autres au moyen de la règle du n.^ 47 ^ et Ion a 
ç6.ç,^ — DCpc^.j; H- D2(pfl5. ('if.^-4- Qyg -}- ^2) ^ p3(p^. ( 3g*^.g -f- 351 Qyj^ -4- y^ ) 

-H ^'^(poc\\^"\^ -f- 6^^.y^) -I- p5(p^. 3g'4.y -+- p^Cpa-ô^^. 

On peut appliquer la régie aux différens termes du développement du n.* 
Z3\ chacun en fournit un exemple particulier. 

Exemple II. Trouver le coefficient de x^ dans le développement de 

log(« •+- S'a; -4- yx2 -h etc.). 
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On a d'abord, n.^ qo, 
et , en appliquant la règle , 



^ 



ç^.logo; =a:-^g^— — -(Qg^.f H- 2y;) ^ ^-^. (3 (T^ (? -h 3^y^) 



— • 4 5^^. V ^- -T— ^^* 

4 



4C^.y . 5 



5o, Il est trop facile de développer immédiatement par cette seconde manière 
une dérivée non divisée d«. (pa;, pour que nous nous y arrêtions; car, en 
multipliant par i. 2. 3... // la formule du 11.^ 20 , eUe devient 
D^'.Çac = 1* Q... PivÇcC'Ç^'^-C -4- 3. 4... 77d2(Pc^. D'»-".g'2 .,;_ 4. 5... 7Z D^cpa-D^-^-S^^ 

H- etc. ^ 7/n«-î(p5e. D. C'^-^ -'r- D'\pn;. éT'' , 
où les quantités polynomiales se développent par la régie du n.^ 47. 

La seconde manière fait trouver les termes qui composent le terme cherché 
de la série dans le même ordre qu'on les a trouvés n,^ 33 y la première 
manière les donne dans l'ordre inverse. 

5i. Nous croyons devoir rappeler ici un moyen dont nous avons déjà foit 
usage , n.*^ 2 7 , et qui peut servir dans d'autres occasions. 

En prenant pour guide la formule du n.^ 20 , on peut faire des déveîoppe- 
mens successifs, d abord en g*, puis en y, ensuite ^n S^ etc. Ce procédé 
peut être employé avec avantage lorsque le polynôme n'a qu'un nombre de 
termes déterminé et peu considérable, ou lorsqu'on demande une dérivée 
d'un ordre peu élevé. 

Un exemple va éclaircir ce que nous venons d'indiquer. Qu'il s'agisse 
d'avoir le 7.^ terme du développement de la fonction du quadrinome 
cpC^-Hf'^ •+" y^^ "-H âx^) : on a d'abord , en faisant un développement en C, 

faisant actuellement le développement en y , on trouve 

d'oii Ton rejette Dcpc«.i>4. y, ^Cp^.y, Sff^g^.y, parce que p^. y, P'^-y? p'-v 
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sont les 4.*^, 3.*^ , q«* lettres après y respectivement , lesquelles sont zéro , à cause 
quo dans le quadrinome , ^ est le dernier coefficient. Je fais à présent le 

développement en J^, et j'ai 

et , en rejetant encore d. ^î = g , j'ai le développement demandé. 

Remarques. 

62. Les quantités polynomiales Q"- ^ d. g^^-^, p". C*''-^, etc. peuvent aussi se 
former par les combinaisons , quoique d'une façon moins facile et moins 
analytique que par les dérivations ; il ne sera donc pas inutile de faire con- 
noitre faccord des quantités polynomiales avec certains résultats que Ton 
obtient par les combinaisons , afm que dans Toccasion on puisse comparer nos 
formules avec des théorèmes auxquels différens analystes sont parvenus par 
les combinaisons ou par d autres voies. 

L'expression — '- désiejne le coefficient du m -+- \^ terme , dans le déve- 

loppenicnt do la puissance ?i du polynôme S -\- yx -^ ^x- -f- sx^ -H etc. 

Or, 7? étant un nombre entier positif, on démontre par la théorie des 
cornbli-ai-ois ( ), 1.*^ que ce même coefficient est formé de la somme de tous 
I23 produits qui peuvent être représentés par 

QP. 7?. S'.e' , 

Pj q^r^ s étant des nombres entiers positifs ou zéro, et tels que 

p H- (7 -f- r -4- 5 -4- etc. =: //, 
<^' -4- Q r -f- 3 5 H- etc. = m ; 
2.° que chacun de ces produits a pour coefficient numérique 

1. Q. 3. 4. 5 n 

1. 2. 3... px i.'^... c/X 1. 2... rX i.Q... ^X... ^ 
eu bien , C3 qui est la même chose , 

n(7?. ^ 1 ) (// ~2)(/z-3) ..,.(7-; + O 
i.Q...yX 1.2.3.../X 1. 2...J. X ... ' 

Ainsi, en prenant le signe f pour désigner un assemblage de termes ou 

C*) V ovfz V Jrs conj^.ctaii'Ji de Jacc^ues I>Ra«ouLLi , partie II, chap. YIIl ; et Hiwoenburg , InfuiiU- 
fiQUiU Lii^iiUatuui hiitoria, leges ac Jonmilœ. 
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produits ajoutés les uns aux autres (*) , on peut représenter le coefficient de 
œ^ dans la n'^""' puissance du polynôme, par 

I.Q.... qX 1.2... rX 1.2... .SX... ^ 

Nous aurona donc toujours 

\.^...m * 1.12.... yX I.Q.... ^X l.i... ^x ... ' 

où p --k- {j -{-- r -f- s =z Tz, 
et ^-1-2^-4-3^ = 7?^; 
ce qui est la relation que nous voulions faire connoltre , et que Ton peut 
encore énoncer de la manière suivante. 

Les lettres ^, y ? J"? ^^C' ayant pour indices ou quantièmes respectifs i, 
2,3, etc. , c est-à-dire , ces lettres étant représentées par c^^ , û5^ , cc^^ etc. ; 

ou D'«. Ç^ indique la somme de tous les produits différons composés 

chacun de 7t lettres (les mêmes lettres pouvant être répétées), sous la condi- 
tion que âans chaque produit la somme des indices de toutes les lettres soit 
égale à 72 H- ^^^ , et qu'on donne pour coefficient numérique à chacun de ces 
produits la quantité qui exprime le nombre des permutations que peuvent rece- 
voir les lettres qui forment le produit, en ayant égard aux lettres répétées. 

Au moyen de ces indices, la recherche des produits peut se ramener à cette 
question sur la partition des nombres : connoissant le nombre entier n -j- rn^ 
trouver toutes les manières différentes de le former par l'addition de n nombres 
entiers plus petits (*^). 

53. Puisque dans le produit C^. 7^. y. &' ... . le nombre des permutation» 

1 1 7Z (/2 - 1 ) (/7- Q ) . . . . ( /7-4- 1 ) ., , . T ,, 

des lettres est --^ , il s ensuit de la une maniera 

l,<2.,.{fX 1. 2... /X 1. 2... .vx.... 

de vérifier les coëffîciens numériques de chaque terme des quantités polyno- 
miales n ë^'^'S — '' 1 — '' — 7> ^^^* développées. Si j'avois, par exemple, à 

vérifier le coefficient de ê^^y- j"; je ferois la somme des exposans 3 -+- 2 H- 1 

r , ., . 6. 3. 4 

= b = 72, et laurois := 60. 

^ 1.2 X 1 

(*) EuLER se sert souvent du signe f clans le même sens. 

(**) On peu t voir dans l'ouvrage cité la manière dont ie Piofesseur HiWDfiiiBURG a résolu ce problème. 

Les 
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54. Les notations dont nous nous servons , malgré leur grande simplicité, 
puisqu'on n'y emploie qu'un seul signe particulier d, ont différentes signifi- 
cations qu'il convient de faire remarquer. 

1.^ Elles sont des signes de coëfficiens. Considérées sous ce rapport, elles 
indiquent non-seulement le quantième du terme , mais encore la nature de la 
fonction du polynôme au développement de laquelle ce terme appartient. 

Ainsi — '- est le coefficient du m -h i*^""' terme du développement de 

(f -H v^ 4- S^^ H- etc.)"; — '- — signifie le coefficient du ii® terme de 

' ' j. 2 10 ^ 

sin (y H- J:r -4- g.r^ etc. ; développé. 

2.° Ces notations représentent une série entière par un seul monôme. 

5.^ Elles sont des signes de dérivations. Ainsi la notation — '--^ exprime , 

par D'" , une suite d'opérations assujetties à la même loi , et répétées 7?i fois ; 
elle exprime de plus, par le rapport de d avec le d des différeniiations , la 
nature de cette loi, ou le genre de dérivation approprié au cas que nous 
traitons. 

/i.° Enfin D.5''' , , — '- , en particulier , peuvent encore être con- 

1. 2 1. Q.. m ^ ^ 

sidérées comme des signes de combinaisons , ainsi qu'on Ta fait voir dans le 
numéro précédent. 

Il me paroit donc que nos notations réunissent tous les avantages qu'on 
puisse exiger, ceux d'être très-simples et très-caractéristiques. 

§. IV. 

Application de la Méthode à diffèrens cas généraux, 

55. Les applications que nous allons faire à quelques cas à^s^ plus étendus, 
feront voir que la méthode n'est pas bornée à ceux qui ont été traités 
précédemment; mais qu'elle est digne d'attention, non- seulement par sa 
simplicité , mais encore à raison de la fréquence de ses usages dans l'ana- 
lyse. Nous avons déjà fait la remarque ( n.^ ii ) que dès qu^on a observé, 
dans l'origine des dérivations ou dans quelques-uns des premiers termes du 
développement, quelles quantités sont fonctions d'autres quantités, le reste 
du développement n'est plus qu'une opération presque mécanique ; c'est ce 

M 
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qu on verra avec plus de clarté en suivant les calculs des exemples dont on va 
s'occuper. Ce paragraphe est principalement destiné à faire contracter l'habi- 
tude de lire dans la fonction proposée et non encore développée, ou au 
moins de pressentir quelles quantités sont fonctions d'autres quantités , et 
comment elles le sont. Nous aurons d'ailleurs occasion d'y mettre nos procédés 
dans un plus grand jour, et de les généraliser à quelques égards; et nous ter- 
minerons le paragraphe par des observations sur les diverses formes des poly- 
nômes. 

Problème. 
56. Les signes (p et \)> indiquant des fonctions quelconques , on demande 
à développer d une manière générale la double fonction 

(P\(/(<^ -f- hx H- cx"^ -+- dx^ H- etc.) 
en une série de la forme 

A -\- Bx -^ Cx"- H- £)x5 H- etc. 



Si on considère la double fonction (p\|/^ comme une seule fonction Va^ 
la dérivée de a étant b , on trouve par la règle du n."^ 3o, ^ 
A = (p-^a , 

etc. 

Mais il est facile de donner aux quantités qui portent le double signe (py^/ 
un développement ultérieur; pour cela on observe que dans (p-^l/a on peut 
considérer -^a comme la quantité variable de la fonction (p , et qu'ainsi t>. (py^/a 
est = Dcp-v^^. D. \{>^, où il faut distinguer Ty(p\pa de B(p\pa; dans Ti(p-^a 
c'est •\\ja qui est la variable , dans ■D(p'^a c'est a ; et , puisque d'ailleurs Ti.-^a 
= Tt-\\ja.b^ on a -D.^-^a z=: D(p\pa.Dypa. b. Maintenant, comme cette der- 
nière expression a trois facteurs , on peut l'envisager sous deux aspects , ou 
comme partagée en ces deux facteurs T>(p\pa et T>\pa. b , ou comme partagée 
en ces deux autres Dcp\j>/2,D\|;a et Z^; ce qui donnera deux sortes de déve- 
loppemens , qui reviennent au même pour le fond , mais qui diffèrent pour la 
forme. On aura de la première manière, par la règle du n.^ 3o , 
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A = (p\|/^z , 

D = T>(p-^a. [d-^û. d -f- B'^y^/a. ibc -4- p^-vp^. è^] 

etc. 

En considérant i)(p \|>a. D \|>a. ^ sous le second aspect , la même règle du 
n.° 3o donne encore 

H- [D(pvJ><^. p^\|><^~H p-(P\j^^. 2D\{/^. p^-vj^^ H- p3(pvP^. (D\p^)3]. ^5^ 

etc. 

On voit que les quantités que nous avons renfermées entre des parenthèses 
angulaires sont des développemens sujets eux-mêmes à la règle du n.° 30| 
et que par conséquent on y fait des dérivations, non-seulement sur chaque 
dernier facteur, mais encore sur le pénuhième lorsqu'il est suivi de sa dérivée 
immédiate. Ainsi, dans C, d(5\[/^. D-vpa donne seulement D(p \|/^. 1)3^ a« Z»; 
mnis p^cpxl^^. (d\{>^)^ donne les deux termes p-(p\p^. q D\|y^zp2-vj>^. 6 -f- 
r)3(pT^^. (D\}ya)3. ^^ à cause que la dérivée immédiate de \j>a est D\jy«. 

67. On peut vérifier ces développemens de la manière suivante. 

On fait d'abord 

•vjy (<^ + Z^o? + cx2 -^clx^ H- etc. ) =: a +• b.:c -4- c:t;2 ^H b^^ -4- etc., 
où a =: -i^ci-i et b, C/ b/ etc. sont donnés par le n.^ 33 ; actuellement 
(p\}/(^ + Ar -f cx'^ + etc. ) prend cette forme Ç) ( a + ^x + cx^ + etc.), 
dont le développement est encore donné par le n.^ 33. Il suffira donc de 
substituer, dans ce dernier développement, les valeurs de a / b/ C/ b / etc. en 
a^ h ^ c^ d^ etc. données par le premier développement; et Ton trouvera les 
dernières ou les avant-dernières formules ci-dessus , suivant qu'on ordonnera 
par rapport k h^ c^ d ^ etCr , ou par rapport àDÇ-vfya; P^<p\^i^^ etc. 
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Exemple. 



58. Si Von avoît à convertir en série la puissance quelconque n d une 
fonction quelconque de polynôme, 

{-^{a -^ bx ^ cx^ H- dx^ 4- etc.)}"; 
on auroit par dérivation , n.^ 3o , le développement suivant , où je mets a au 
lieu de \|/^ 5 pour plus de simplicité; 



a'» 



a'*-*, [(d a) 2.^2] 



1. 2 



n,n'\ r, ^ 7 7^-. 



I. Q 



77.^- 1.72- Q 



1. 2. 3 



a«-3.[(Da)5.è3j 



x^ 



x^ 



etc. 



ou bien , en ordonnant autrement , 
^ -4- \nW^-^.id^\b.x 



-h [/za'»-^ Da]. c 



a;2 



H- [Tza'^-i.na]. ^ \x^ 



7Z. 72- 1 



-H [/2a«-^p5a 



n.7Z-i n.n-x.n-fx _, .7. 77 
a«-2. 2Da.p2a n — - — ^— a«-3(Da)5].Z'5 



1. 2 



1. Q. 3 
Problème. 



•etc. 



69. Soit proposé de convertir lexpression suivante 

(p {a --h oc-^^b -^ ex -j-- dx^ -f- etc.) }, 
dans laquelle entrent deux signes de fonction , en une série de la forme 
^ 4- £x H- Cx^ -h JDx^ H- etc. 



En 
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En suivant la règle du n.° 3o , et en faisant v.a= \j;^, on trouve sur- 
le-champ par'des dérivations successives: 

B ^=: iy(pa. y^/b j 

JD = lycpa.ln-^b.d-h- p^vP^.c^] -+- p^cp^. [QxJ;^. Dvj;^. c] 4- D^cp^. (xî;^^)3, 

H- p5(f)^.[3(%|^^)2. D^^^. c] -H p^Cp^. (\I>^)^S 

jF = D(p^.[Dx|>Z'./-Hp2%|>^^.(2C^^^^)-Hp3v|;^. 3c2^-4-p'^\f/^.c4] 
H- p^cp^. [Q-4>Z^.D-v}>è. e H- [QvpZ^. p2%)^/î' -h Çp-^by^.Qcd 

H- [«î-vpZ^. p5\^Z^ H- QD\{y^. p^vP/î»]. c^] 

^ p4(pa. [4(-v|>^)5.D'4;Z'. c] 4- p5(pa.(vPZ^)5 

etc. 
Il faut observer que, de même que dans le problème précédent , les quan- 
tités en b , que nous avons renfermées entre des parenthèses angulaires, 
doivent être considérées comme des développemens sujets à la régie du n.® 
3o ; et qu ainsi, pour prendre la dérivée d'un de ces développemens, il faut 
y faire une dérivation non - seulement sur chaque dernier facteur , mais en- 
core sur le pénultième, quand celui-ci est suivi de sa dérivée immédiate. 

6o. Si on doutoit de lexactitude de la solution , il seroit aisé de s'en assurer 
de la manière suivante. On feroit 

•^{b -{^ ex -{- dx'^ -H etc. ) = b -4- c^ -H ^x'^ -+- etc. , 
et , en substituant , la fonction proposée prendroit la forme ordinaire 

cp (a -H bo? 4- cx^ 4- î)a;3 -j- etc. ) ; 
on auroit donc, n.° 3o , 
A = (pa , 

B =: DCp^. b, 

C = Dcpa.c H- p2(p^.b% 

D = Dcp^.b -h p"(P^- ^6c -4- p5(pa.b5, 

E = vCpa.i H- p'^cpa. (oibb -H c^) 4- p5(pa. Sbn +• p4(p^.b4, 

etc. N 
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Or, on a pareillement , n.^ 3o , 

b = D\j>^. ^v+» p^-vl^^. C2, 

etc. 
Il suffît de substituer ces valeurs de b , c , b , etc. dans celles de J5 , C^ D^ 
pour avoir les résultats précédens. 

On a généralement pour un terme quelconque , 
^n = DÇ)^.p«-'. (-^l?) -f- p2(p^.D'^-^(^|>/i^)2 ^ pi^^. p''-^. (\|//5')5 4- etc. 

-4- p'ï (p^. (-vJ^Z^)», 
ou , en écrivant la formule à rebours , 

yi„ = p"(p^.(-vj>Z^)" ^ p«-ï(pa.D.(\}>^)«-^ ^ p"-2(pa.p3.(^Z^)«-^ 4- etc. 

on développera ces formules par ce qui a été dit n.° 38 et les règles du §. IIL 
11 n'est pas plus difficile de développer cette expression 

Ç {a -^ œ-^ll? -h ooF C(^ -h dx -f- ea;^ -f- etc.)]} 
où entrent trois signes de fonction , non plus que celle-ci 
(p {a -^ bx •+- a:2^(c ^ dx -H etc.)}. 

(II.) 

Problème. 
6i. Soit 

« •+- ^TTo: H- cjt^ x"^ -j- dy;^^ x^ -H CTt^^^ x^ 4- etc. 

où y{ =: -^{^Ç ^ y X -{- èx'^ ■ -h etc. ) , 
7t' =: -^'(g* -4- y.r -+- Jx2 -4- etc.)^ 
s^r'' = ^\j^\S -H y^ •+-'d'«x2 ^- etc.), 
etc. , 

4/, xp' 5 xp'S etc. étant des fonctions indépendantes les unes des autres, ou 
liées entre elles par une loi quelconque ; et a^ b ^ c ^ d ^ etc. étant de même 
des quantités indépendantes les unes des autres , ou liées par une loi ; on 
demande à convertir l'expression proposée en une série de la forme 
A H^ Bx 4- Cx^ H- Dx^ -I- etc. 



On a d abord 

^ = ^C^ jy.'^e.x 4- ^!i:^.^^ ^ ^!l^.a;5 ^ etc.; 

1. Q 1. Q. 3 

et, pour avoir zr', tt'', etc. ^ il suffit de marquer -^ d'un , de deux , etc. accens. 
Substituant donc ces valeurs de tt, tj-'j tt'^ etc. , et ordonnant par rapport à 
v5c 5 on trouve 

^ ^ Bx -4- Cx2 H- Z)x^5 ^ etc. = 

a 4- è.-\Lë*x -H ^.D. \I>g*. cr2 ^ Z>. ^ ' ^ ' x^ H- Z^» ^ ' ^ ' x4 4- etc. 
^ ^ 1.2 T. Q. 3 

^ ^ 1. Q 

et on aura pour un terme quelconque , 

y4^ =z b.ii^'K'^e -H cp«-2.^^^ ^ ^.p^-S.^^/g» ^^ e.ç''-4^{y'^'g' 4- etc. 

formule qu'on écrira à rebours , si on le juge à propos. 

On peut encore généraliser ce cas en supposant que les polynômes sous 
les signes de fonction \jy , \jy', -^'^ etc. , au lieu d'être les mêmes , soient différens 
et quelconques, c'est à-dire, en supposant 

TT = -^{C 4-7x4- Sx^ 4- etc. ) , 

yr^ = -^^(iS^ 4- y^x 4- S^x^ 4- etc.), 

yr^^ = xl>''(f'' ^ y'o; 4- S'^x^ 4- etc.), 
etc. ; 

et Ton aura en général , pour un terme quelconque , 

^^ = ^.p«-i.x|.e= 4- c.g^-s.^^g^' ^ ^.p^-^.^'/g''' ^- e.p«-4.^'''g^''' 4- etc. 

4- /^..xP^'^-^'g^^''-^'. 

Les développemens et les dérivations s'exécuteront par des applications 
faciles des règles données dans les §§. II et III. 

Le problème traité dans ce numéro est, comme on voit, d'une très-grande 
généralité. 
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Exemple. * 

62. Pour donner un exemple compris dans le cas général que nous venons 
de traiter, soit 

a H- b.x{Q -H y.r +• ^x"^ H- etc. )'« -4- r. :c2 ( g^ -4- yx -+- ^x'^ - 

H- d,x^{Ç .j^ yx -\- Sx^ 4- etc. )^'" 
à convertir en une série de cette forme 

y4 4- Bx -h C\x2 ^- Z)x3 -+. etc. 



etc.) 2'^ 
- etc. 



En comparant avec la formule du n.° 61 , on a le développement suivant; 



^ -+- l^.C^'.x -+- b. D. J^^. U^ -H Z'. p2. g=^ 



,r5 -f- b, B^.C 

c ^ 



0:4 



etc. 



«t pour un terme quelconque 

^^ = Z^.p'^-i.S'^ -H c.p^-^.g'aw ^^ J.B«-5.^5'» 4- etc. H- ^«.g'«'«. 
En développant ultérieurement par dérivation, on trouve sur-le-champ, 

B = b.C^, 

C = b.77iC^'^.y -+- c.e'2'«, 

772 777 — 1 



r> y , ^ 77i. 777 - 1 - . 

^ 1. Q ' 



777. 777- 1. 777- Q 
1. 2. 3 



^m.3.y3) 






.y H- e.é'4'», 



et ainsi de suite. 



63; Il est essentiel de faire ici une observation importante , et dont l'ap- 
plication est très-étendue. Si on regarde a comme une fonction d une quan- 
tité dont S*'" est la dérivée , c est-à-dire , si Ton suppose a = (pc^et jy.cc = C"*; 
que , de plus, on considère b y c^ d ^ etc. comme égales à x^Q^xy p^^^f ? P^?^> 
etc. : on trouvera, en suivant uniquement la règle de n."^ 3o , les mêmes 
valeurs de A^ B , C, jD, etc. , quà la fin du n.'' précédent; ce qu'il est 
facile de vérifier j et ce procédé est tout ce qu'on peut désirer de plus simple 

pour 
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pour écrire sur-le-champ le développement , en faisant dériver les termes 
les uns des autres. Il s'étend avec de légères modifications aux cas généraux 
du n.^ 61. 



Cas PARTicuLiEn. 



64. Si l'on avoit 



bx cx^ dx^ 

^'^e + yx + âx^ + etc. ^ {C + yx + ^x'^ + elc.)^ "^ (C+yx + etc.)^ ^^^^* 

à mettre sous la forme 

^ H- 5 a; H- Cx^ H- Dx^ -+- etc. , 

il suffiroit de faire m = — i dans le développement ci-dessus (n.^ 62 ) ; mais 
en mettant en usage l'observation précédente, on aura les résultats suivans, 
d'après la seule règle du n.° 3o , savoir, en supposant a = Çcc et d,cc =^ S'^y 

A = a y 

B = Z^.^-S 

C = — b.S'^y H- 0.?-% 

D = b.( — S'^S -H C'^y') — c.QC-^y -h d.ë'^, 

F = 1;.{-C'^^ ^ S-H^ys --h ^) — e-'3y^S -H S-^y'^} 

^ c. { — 2€-^a -h 3f-^Qy(î^ — iS-'y^) -\- d.{ — 3G'^^ ■+■ G^'^y^) 

— e.iS'^y ^-/ff-^ 
et ainsi de suite. On a pour un terme quelconque 

^^ = b.^^'KQ-^ 4- cp^-^f-^ ^ ^.p«-3.ç.3 ^ etc. H- bn^x.ë"'. 

(III.) 

65. Les substitutions des séries dans les séries offrent des exemples remar- 
quables de la manière dont il &ut considérer certaines quantités comme 
fonctions d'autres quantités. 

Problème. 
Soient proposées les trois séries 

z = 2( 4- asjK -4- e/^ -H ©7^ -+- etc. , 
y zm bo; -h CT- H- bx3 ~h ex4 H- etc. , 

X -=. by ^ c\f'^ ^ d^"^ -^ ev^ -^ etc. ; 

O 
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on demande à exprimer z par une série en ^' , de cette forme , 
z =z A -^^ Bv -\- Cv^ H- Z)ç^5 ^ Ev^ 4- etc. 



Je substitue d abord la valeur de y dans la première série , et j ai 

= 21 -H a5x(b -h ex 4^ ba;2 -+- etc.) -H (5x^(6 -4- ex h- bx^ -4- etc.)^ 



-f- ®.x3(b H- ex -H t)x2 ~H etc. )3 ^- etc. ; 
on regardera donc S comme = d51 , et 21 comme fonction dune quantité 
dont b est la dérivée, et Ion aura (n.*^ 63) 

2 =: 21 --h SSb.x H- 95D.b a:^ -f. ajp^.b x' 



h ©63 



etc. , 



série que nous représenterons ainsi 

2 = 21 -f- S3^x ■+- e'. x2 -4- D^a:5 4- etc. 
Substituant actuellement au lieu de x la série qui lui est égale , on a 
2 = 21 -4- "^^ v{h ■+- c^ H- ^^2 _|_ etc.) 

-H S^3(è 
ce qui donne encore (n.^ 63) 



6^ 


^(^ 


"f- 


Ci^ 


H- ^(^^ 


•4^ etc.)^ 


C^' 


-f- 


dv'^ 


H- 


etc. )3 


•4- 


etc. , 



^3 



etc. 



23' p2.^ 

5' D. Z^2 

De là découle la solution suivante. On cherche d'abord la valeur de B : 
pour cela , on se contente de substituer les premiers termes des séries de 
^ et de X dans 95 j^ , et Yoi\ trouve ainsi 25 JK => 25ba: = 93b^ç^; donc B =: 
fôhl^. En faisant les dérivations, il faut considérer le produit ^b comme 
fonction dune quantité qui a b pour dérivée ; et ensuite S5 , dans 23 b, comme 
fonction d'une quantité dont b est la dérivée, 

Ces considérations et la règle du numéro 3o suffisent pour déduire les 
uns des autres tous les termes de la série demandée. On trouve ainsi 
A ^ ^l, 

B ^ mb, 

C ==:: 95bc -^ (23c -4- (Sb^)^^! 

.p — ^hd -4- (23c -H %h^)2bç ■+- (23b -f- 6 abc -4- 35b3)Z'3^ 
JS =:::;: 23 b e H- (23ç «4^ (lb^)(ob4 ^ c'^) -4- (25b -4- ^Qbc H- X)h'^}3h^e 

H- (23ç -4- ^(Qbb -+- c2) ^- BSb^c -4- eb4}M^ 
etc, 
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Il est facile de continuer ; mais la loi se voit mieux si Ton ne développe 
pas entièrement et qu on se contente d'écrire 

B = 23b^, 

C = '^\>T>.b H- (aSD.b •+- eb2)^,2^ 

D = aSbp^.Z^ ^- (35D.b H-^ gb^)D.^2 ^ (SBp^.b h-, gn.b^ ^^ ©63)^.3^ 
£ zr= asbpS.Z^ -^ (SSD.b -H 6b2)p2.^2 ^ (ssp^b -f- ÊD.b^ -h ®b3)D.^'5 

H- (25p5. b -h ep^. b2 -4- ®D.b3 H- eb^'O^S 
etc. De là on conclud aisément la formule pour un terme quelconque A^. 

66. Soient à présent les quatre séries 

z = S/ ~H JK^ -H .©jK^ -f- etc. , 
jzz=:bxH-ca:2^î)a:5H- etc , 
X ^= bi^ -h- cv^ -+- rfvS H- etc. , 

(/ := g"^ ■^- yî^2 ^ j^^3 ^ etc. , 

et qu on demande z exprimé en u par une série de la forme 
z ■=:=. Bu ■-{-' Cu'^ ^^ Du^ -+- etc. 



On aura B = SBbZ'S', qni sera lorigine des dérivations; et il faudra 
considérer le produit S&hh comme fonction d'une quantité dont S* est la 
dérivée , ensuite le produit 25 b comme fonction d une quantité dont b est 
la dérivée, et enfin 25 comme fonction d'une quantité qui a b pour dérivée. 
On trouvera de cette manière 

B — ^bbCy 

c = SSb/yy H-' {a3bc ^- (S5c -h (ih^)b'-}C^, 

D =z mbS -4- {25bc -4- (25c -f- &b^)b''}2ey 

4- {^bd -^ (25c -4- ebO^^c ^ (25b 4- ^Qbc -H .®b5)^5}g^3^ 
etc. 

Observons , et cela suit d ailleurs de l'analyse du n.^ 65 , qu'un terme 
quelconque B^ , lorsqu'il y a quatre séries données , est formé de tous les 
termes B ^ C ^ D ^ etc. Bn pour trois séries données , ces termes étant multi- 
pliés respectivement par p''- S"? p'' - ^ g*^ , p" - ^ C^ , etc. , C" + ^ Cette observation 
et le procédé précédent s'étendent à un nombre quelconque de séries 
proposées. 
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Casparticulier. 

• 67. Etant donnée la série 

y =1 hx -\- cx^ -H dx'^ -H ex^ H- etc. , 
on propose de substituer au lieu de x la, série/ elle-même pour avoir la série 
y; ensuite de substituer de nouveau dans y la série/ à la place de a: pour 
avoir la série 

y =z Bx -{- Cx^ H- Dx^ -f* £x4 4- etc. 



Ce cas ne diffère pas de celui où Ton auroit les trois séries suivantes , 
dont les coëfficiens sont les mêmes , 

z =: l^f -+^ c/2 -j- dy^ -i- etc. , 
y = l?x -^ cx^ -4- rfx5 +. etc. , 
X = b{^ -^ cv^ -H dv^ -+- etc. , 

et où Ton demanderoit z exprimée en une série en i^. Il n'y a donc qu'à 
faire dans la solution précédente ( n.° 65 ) , 

a5 = b = ^, Ê = c=:c, ^ = b := d ^ etc. , et V = ^^ 
et l'on aura 
B ~ l^^ = i^.l^y 

C = h^Xi.b -h (^D. ^ 4- D. ^. h^ ) ^2 ^ 

D = b^B'^.b -+- {bv.b H- B.l?.b^)D.b^ -^{b^'^.b -f- v.b.T>.b^ 4- p2. ^. ^5)^5^ 
£ = Z/2p3. ^ ^_ (^D.è ^ T^.b.b^)'D^.b^ -+- (^p2.^ -+-D.Z'.D.^2 ^ ^2.b.b^)D.b^ 

-+- {b^^\b -f- xy.b.^^.b^ H- D^.^.D.è^ ^^ ^^.b.b^)b'^^ 
etc. , où la loi est manifeste.* 

(IV.) 

68. Plaçons ici le problème suivant, parce que notre méthode en rend la 
solution très-simple , et que cette solution , comparée avec celles qui ont déjà 
été données du même problème , fera faire des rapprochemens intéressans. 

Problème. 
Etant donnée une équation d'un degré quelconque , 

ocm 4^ èo^w-i ^ cx"^'^ H- dx""'^ -+- etc. = 0, .... (1) 

dont ^, ë*, 7, ^, etc. sont les racines j on propose de trouver la somme des 

puissances 
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puissances n de ces racines immédiatement en coëfficiens de l'équation et 
sans passer par les sommes des puissances inférieures. 



69. Nous établirons d abord un lemme connu. Puisque ocj ff, y, cF, etc. 

représentent les racines de l'équation proposée , on a , par la théorie des 

équations , 

xm ^ hx^-^ -+- cx^'^ -H dx^'^ 4- etc. = 
(x — cc)ix — C) (x — y) (oc — S) X ; 

en faisant x = -y et multipliant tout par 2'" , cette équation devient 

1. -4- Z»z -f- cz^ H- dz"^ -f- etc. = 
(1 — ocz)(i — Cz) (i — y>3)(i — âz) X .... , 
et , en prenant de part et d'autre les logarithmes , 

log(i H- èz H- cz2 H- dz'^ H- etc.) = 
log( 1 — a2;)-+-log(i — g*z)-hlog(i — yz)H-log(i — (îz)4-<etc.j 
mais, puisqu'on a généralement (n.^ 3.) 



1 / \ 7712 77X5 77Z4 

loe(i — mz) = — 7nz — — z2 — -— ^5 z4 — etc. • 



log(i -^ èz ^ cz^ ^- dz^ H- etc.) 

— (oî-f-ê'H-yH-tî-H etc. )z 

— {cc^ -h e^ -\- y^ -+- i"^ -h etc.) 



Z2 

3 
etc. 



— ( c^5 H- ê*5 ^ y3 ^-, J3 _4_ etc.) 



Faisant donc 



'B = cc'hé-hy-hS'^ etc. , 
G = oc^ ■+- C^ -h y^ -h â^ -h etc. , 
£) = ^3 ^_ g^3 4. y3 + J^3 + etc. , 
etc. , 
l'équation précédente devient 

C D 

log( 1 + ^z 4- CZ2 + ^z3 + etc.) =: — ^z z2 --z3 — etc. ... (q) 

2 j ^ ' 
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Le théorème qtie présente cette équation a été employé par L and en, 
Mathemaùical lucubrations , et par Lagrange, Mémoires de Berlin ^ 
années 1768 et 1769 ; mais ce qui suit est particulier à notre méthode. 

70. Pour avoir B ^ C^ D ^ etc. exprimés en coëfficiens by c^d^ etc. de 
lequation proposée , il ne s'agit plus que de développer suivant les puissances 
de z le premier membre de l'équation (2). A cet effet, j'y mets a au lieu 
de 1 , afin de pouvoir faire le développement avec plus de facilité ( n.° 11. )> 
sauf à remettre ensuite 1 à la place de a. J'aurai loga pour le premier terme, 
lequel devient = o , lorsque ^2 = 1 , ainsi que cela doit être pour satis- 
faire au second membre de l'équation (2). De là on déduit (n.^ 214.) 

— j5 = a-\b , 

C , ^-2 

=: a'\r>.b — .^2 

Î2 Q 

— y = fl-ï.Ç2.^ _ _.33.^2 ^j Y'b^ ^ 

— — z=i a-K^^.b .02,^^ + .^^. D.^3 .^4, 

4 c 2 ^ à 4 

etc., et en général (n.° 20.) 

^ ==: ^-i,n«-i, 3 ^ ^Z^.-nn-^b^ 4=^ —.p^-^.^o ^ etc, ±: . b. 

n ^ 5 ^ ù ^ n 

Actuellement , si on change les signes et qu'on fasse ^ =;: * ^ on trouve 

^„ rz- ^^ + Ç'" + y« 4- J^'' H- etc. ^ 

_ !? pn. I, ^ + !! pn. ^^ ^2 _ ^1 33^.5. /,3 ^ etc. ±1 ^D. ^«- ^ q= - ^% •.. (3) 
ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse , 

y^ ;;= nz S^'^ d= -^v.b^'^ zn, — p2.^»«-2 ;+: _^p5.^,«.5 33 etc, 
^^ /^ n-i ^^ n-%y n-j ^ ^^ 

r- yP^ S*I .,»•. (4) 

les signes supérieurs ayant lieu si n est impair , et les inférieurs , si ?i est pair, 
Voilà donc deux formules générales, (3) et (4), qui résolvent le problème 
de la manière la plus aisée ; la première se développe par la règle du n,® 47} 
la seconde , par h règle dw n,'' 43, 
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Ainsi les sommes des puissances successives des racines sont 
5 =r — ^, 

1 2 

D = — ld + ^<ibc — h\ 

12 3 ' 

£ = — ie 4- 1(Q^^ + c^) —isb^c + 1m, 

13 J 4 

F— — -/+ -(2^e + 2c^) — U^b^d + 3Z;c2) +-4Z»5c — hi, 

•1 Q ») 4: "^ 

etc. On peut continuer par dérivation autant qu on voudra. 

71. Si on veut avoir 5, C, £), etc. en termes récurrens , on fera pour 

C D 
plus de facilité , — i?=^, ~ z=i (l^ --=:=:T), etc. ; et lequation 

— B z=i a-^h ci-dessus deviendra ^S5 = ^ , où Von considérera les quantités 
a et 25 et leurs dérivées comme indépendantes les unes des autres ; et en faisant 
les dérivations par le procédé des n.®^ 8eti3, remettant ensuite au lieu, de 95, 
S , S) , etc. leurs valeurs , et faisant az=. j , on aura les formules ordinaires 

B ^ -^ b, 

C ^ ^ hB — ^c , 

D =^ — hC -^ cB — 3^, 

B. — — hD ~ çO _ <?^ — 4^, 

etc, 

72, La première solution de ce problème a été donnée par Albert Girard 
dans son Invention nouvelle en Algèbre , imprimée eu 1629 , huit années 
avant la Géométi^ie de Descartes ; ses formules coïncident avec celles ci- 
dessus à la fin du nuniéro 70. Les formules en termes récurrans Cn.° 71 ) furent 
publiées eii 1707^ sans démonstration, dans XArUhmébicjue universelle^ de 
Newton ; on les a démontrées de plusieurs manières , et on en a fait différens 
usages. Depuis, Warikg , Lagrakge , Etjler et Vandermonde ont donné des 
règles ou des formules générales pour calculer la somme des puissances quel* 
conques des racines immédiatement; en coëfficieiis de Féquation , c est-à-dire 
Indépendamment des sommes des puissances inférieures. Arrêtons -nous un 
instant à comparer notre solution ayec celles des géomètres (jue nions venoiis 
4e nommer, 
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73. La régie que Vandermonde a donnée sans démonstration dans les 
Mémoires de V Académie des Sciences de Paris , année 1771^ p^g* 373, se 
démontre facilement par nos formules (3) ou (4). Voici cette règle, en 
conservant nos dénominations. 

c< Pour avoir ^„ en — h ^ c^ — d ^ e^ — /, etc. , faites avec ces dernières 

yy quantités la fonction rationelle et entière la plus générale possible de la 

» dimension n, c'est-à-dire, prenez tous les différens termes de la forme 

yy h?, c'i. d^ y, .... qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire 

>) à l'équation 

;7 + 2<7 + 3r + etc. = n , 

» ;?, q y r, etc. étant des nombres entiers positifs ou zéro ; la valeur de A^ 

w contiendra tous ces termes ; et le coefficient numérique du terme quel- 

5) conque bP.c^.d'' x**^* , en supposant ;? + <; + r + etc. = / , sera 

^ 71. 1. 2. 3.. .. (/- 1 ) 

-t- — , 

i.Q....yt? X l.Cî q X l.Q....rX.... 

5) le signe -|- ayant lieu si n -\- l est pair , et le signe — , s'il est impair. » 

En effet , prenons dans la formule ( 3 ) , n.^ 70 , un terme quelconque 

± •D'^.b^-^ ^ lequel, en supposant tz — m z=i l ^ devient zb -j d"-^-^^; 

IX " 772/ L 

il est visible , par les remarques du n.® 5q , que p""^. h^ développé donne tous 
les différens termes qu'on peut faire avec un nombre / des lettres b^ c^ d^ etc. , 
tels que la somme de tous les indices de ces lettres, ou, ce qui est la même 
chose , que i/?-f-Q^ + 3r-j- etc. soit =/-4- n — / = 72,et que le 
coefficient de chaque terme b^. c^. d^ x* •• . soit 

1. 2. 3. . . . (/- 1)/ 

i.Q p X i.2....<7 X i.Q rX....' 

7 étant =i ^ + ^ + r + etc. Donc le terme 7 p" " ^- b^ de notre formule ( 3 ) 

représente l'assemblage de tous ces termes , chacun ayant pour coefficient 

72. 1. 2. 3 ( /— 1 )/ n, 1. 2. 3 ... (/— 1 ) 

/ X 1.../7X 1. 2... qXi, 2... AX... 1. 2.../;Xi. 2... ^ XL 2...i^X ... 

Quant au signe + ou — , chaque terme de la formule ( 3 ) aura le 

signe — ou H-, suivant que / est impair ou pair , ce qui résulte de l'inspection 

de la formule ; mais si l'on change les signes des 1.''^, 3.^, 5.% etc. quantités 

de la suite b ^ c y d^ a , etc. , on voit par la nature des multiplications que le 

produit 
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produit hP.c^.d^ X.» .. aura le signe — ou + , suivant que /? + 2gr -f^ 3r 
+ etc. = n sera impair ou pair. Donc , dans ce cas , le signe de èP. c^. J'^ x .... 
sera + , si /^ et / sont tous deux pairs ou tous deux impairs : il sera — , si 
des deux nombres n et / lun est pair et lautre impair ; c'est-à-dire , le signe 
sera + si ^ + / est pair , et — si tz + / est impair. 

De plus , dans notre formule ( 3 ) / reçoit successivement les valeurs i , 
Q , 3 , etc. j n : ainsi la formule contient tous les termes , ayant les conditions 
prescrites , qu'on peut former avec une seule lettre , avec deux lettres , avec 
trois , etc. et avec n lettres , c'est-à-dire , tous les différens termes de la forme 
Bp. c^. ^'' X .... qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire à l'équa- 
tion ;c> 4- Q<7 + 3r 4- etc. = n, les exposans/>, ^ j ^ y etc. étant des nombres 
entiers positifs ou zéro. 

74. Donnons à la formule C4)i n.° jo , un premier développement en cj 
elle devient par là 

^n = (5) 

[b'^dtinb'^'^.c qr TzZ'^-s.D.c dr 7zè«-4.D2.c qz /zi'*-^. d5. c dt etc. 

72. n-3 , , , n.n-A. j r n.n- 5 , ^ 
ZjZ ^«-4.c2 ± è'^'^.v.c^ ZÂZ ^''-^•p^.c^ dbetc. 

±: ^^r— ^"'-^^ =4= r, — ^"-7,D.c5it:etc. 

2. 3 2. 3. 

rz: -^ -b"^'^. c4it etc. » 

^^ 2. 3. 4. 

les signes supérieurs étant pour n impair , les inférieurs pour n pair. 

76. Maintenant , si l'on distingue les termes de la série {5) en différens 
ordres ; que le terme zp b^ seul forme le premier ordre ; que les autres termes 
de la première ligne horizontale forment le second ordre ; ceux de la seconde 
ligne horizontale, le troisième ordre; ceux de la troisième ligne ^ le quatrième 
ordre, et ainsi de suite; il est clair par nos notations qu'on aura, pour les 
termes de l'ordre quelconque A + 1 ? 

— ^^(^^-A-l)(/^-A'2) (/Z-2A-H l) i^n^^>. O 

"^ 1. 2. 3 • ... A 

± n(n^K-^){n'K-'i) (^- ^ A) ^^, . ,, . , p 

1. 2. 3 .... A 

_ ^(az-A--3)(az-A-4)>>-» (^^-^A-O ^,,,^,,^ ç 

~^ 1. 2. 3 A ' ^ 

zt etc. , Q ^ 
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en continuant jusqu'à ce qu'on arrive à des puissances négatives de ^ , et en 
prenant les signes tels qu'ils sont pour a + i impair , et les signes contraires 
pour A + 1 P^ii* ? l^s valeurs de O , P , Q , etc. étant telles que Ion ait 
O 4- Pz + Q22 + Rz^ + etc. := (c-h ^z -{- ez^ -+- fz^' -f- etc. )^. 
C'est la loi donnée par Euler dans le tome XV des nouveaux Commentaires 
de Pétersbourg , pag. 67 , loi qu'il a tirée par induction des formules de 
Newton Cïi.^ 71 )• 

76. Si l'on suppose 

X =1 — CX-* — dx'^ — e:t;-4 — etc. , 
on aura , (Voyez plus bas le n.^ 83.) 

X^ = c^x-A -4- jy. c^.ac-^ H- ç^.c^.X'^ -f- ^^.c^.X'7 -4- etc. , 

X^ = — c^x'^ — T>.c^.x'7 — ç2, c3. x-^ — ç3, c5.:r-9 — etc., 

et il est visible que les termes du second ordre (n.^^ 74 et 76) seront représentés 

par nXx^ ^ pourvu qu'on mette - — ^ à la place de a;; et Ton voit également, 

et très-clairement , que les termes du troisième ordre seront représentés par 

72 d(X2.x''-+-i) ^ K 7.111 ,1 j-rr^ 
^ ï ' , en mettant de même — ^ a la place de x après la diiAéren- 

Q CiX ^ ^ 

tiation \ que , sous la même condition , les termes du quatrième ordre seront 

n d^(A^3.^n4-2) ..1.1 

représentés par -- — ^^ -j — -^^ — , et amsi de suite : de sorte quon aura 

An — x'''^- nXx^ H ^——. ^ + - !^ Ti— T— + ^^C- > 

Q djc 3 i.Qda;^ 

pourvu qu'on regarde x comme la seule variable , et do; comme constante ; 

qu'on ait soin de rejeter les termes qvii contiendroient des puissances négatives 

de a:, et qu'après les différentiations on change x en — b. 

C'est la formule à laquelle Lagrange est parvenu , d'une manière différente, 

dans les Mémoire^ de Berlin ^ année 1768, pag. 261. 

77. Si l'on ordonne le développement en c du n.^ 74 suivant les puissances 
de Z> , la formule prend cette forme 
An ■=. ZÇL h"" ± nh'^-^.c rp nb'^-'^.iy.c 

■ t . 7„ A f / '^-3 n- A, 72-5 A 
±: nb^-^ X^^^o Ç2,c2 ^ 1_ — c^y 
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7„„fr: n-6 rr 71-5. n- 6 ,) 

^ Q c ^ 5^ 3 c Q. 3. 4 J 

±: etc. db nb'' { p«-2. c — etc. } ; 
où la loi est facile à saisir, et où les signes supérieurs ou inférieurs ont lieu 
suivant que n est un nombre impair ou pair. Mais il y a de remarquable 
que y si Ton fait attention qu'il ne faut ajouter une puissance nouvelle de c 
qu aux quantités qui multiplient les puissances de l? de rang pair , on déduit 
très-facilement les quantités polynomiales , exprimées en c , les unes des autres, 
par dérivation , en suivant la règle du n.^ 3o ; et quon peut ainsi continuer 
sans peine la série développée et réduite : on s arrêtera aux ternies qui contien- 
droient des puissances négatives de b. 

En développant les quantités en c , la formule précédente devient la série 
que Waring a donnée au commencement de ses Meditationes algebraicœ. Il 
la tirée des formules de New^ton. La règle qu'il donne pour la former est fondée 
sur les combinaisons, et ne diffère pas au fond de celle de Vandermonde , à 
laquelle elle peut être ramenée ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La 
solution de Waring a été publiée la première ; elle se trouve déjà dans les 
Miscellanea analytica de cet auteur, imprimés en 1762. 

Remarquons qu'on peut aussi ordonner suivant les puissances descendantes 
de Q le développement de la formule générale ^^.(pcc^ et y appliquer les 
observations précédentes. Nous laissons au lecteur à faire ce développement. 

Problème. 
78. Résolvons à présent le problème inverse : connoissant les sommes des 
puissances des racines d'une équation quelconque , exprimer un coefficient 
quelconque de l'équation en sommes de ces puissances. 

Si Ton fait 1 = a^ et loga = A ^ l'équation ( q ) du n.^ 69, savoir ^ 

C D 

log(a -H ^2; H- cz^ -h dz^ H- etc.) =1 A — Bz — -z^ — —z'^ — etc., 

donne , en prenant les exponentielles de part et d'autre, e étant le nombre dont 
le logarithme hyberbolique est l'unité , 

a ^ bz -\- cz^ + dz^ + etc. == ^^ - ^^ - |^' - f ^^ - «^^- - 
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ainsi tout se réduit à développer le second membre suivant les puissances 
de z. Or on a (n.^ 3o) 



h — — eAB, 




C e-* 

a I. 2 ' 




d — e^.-^ -h iB 

3 1.2 2 


e^ 


1. 2.3 


etc.; 





B\ 

C D 

il est donc visible qu'en prenant positivement tous les -S , -, -r-, etc. , mettant 

b , c , b , etc. à leur place , et faisant ^ = o , on a (n,® qo) pour un coef- 
ficient quelconque de Féquation ( i ) du n.^ 68, 

an = — p«- ».b H p«-^.b2 — -p«-3.b3 4» etc. zrz b« ; 

^ 1.2^ i.Q.3^ ^^i.q.../î 

ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse , 

^^ T. Q... /Z 1. Q. . . (jz-i) ^^ 1.2. . .(A^-Q) ^ 

±: 7 — r- p3. b''-^ zz: etc. H ^p^^-^h^ — p«-^b. 

1.2... (a^o) ^ , 1. Q *^ ^ 

Les signes supérieurs ont lieu si n est impair, les inférieurs, si n est pair. 

Ces formules , dont la loi est fort simple , se développent par les règles des 
numéros 47 et 43. Waring a aussi donné pour la solution de ce problème^ 
une formule qu il forme par les combinaisons , et qui s accorde avec les 
nôtres ; elle se trouve dans ses Medicationes algebraicœ , cap* I , probL III , 
corolL , ainsi que dans son premier ouvrage de 1762. 

tv.) 

79. Nous rassemblons ici plusieurs remarques, utiles dans différentes occa- 
sions , et qui servent à donner plus d'étendue à la méthode. 
Si on ne vouloit pas ordonner le développement de 

(p(c» -h €^v + y 00^ + Ix^ -+■ etc.) 
suivant les puissances de œ^ mais par rapport aux quantités Çcc^ '0(^061 P^^^) 
etc. , on trouveroit 

(f)« H- D (poî. { S', a; + D. C. ^3^2 -f- p2.g>.^3 _j__ p3. g». a;4 + etc.} 
H- p^cpct. {^2. a:2 + d. g'^. ^3 _^ ^^^^.x^ + p^. S*^- ^^ ■+" etc. } 
+ p5(pa5. {C3.a:3 + d.Ç3,^4 + ç^. g'S. a;5 ~h p 3. 6*3, ^6 _^ etc. } 
+ etc. , développement 
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développement qui se trouve en même temps ordonné par rapport aux dimen- 
sions des lettres C^ y, J, etc. , et où les quantités placées dans la même ligne 
horizontale dérivent les unes des autres avec la plus grande facilité au moyen 
de nos règles. 

On peut parvenir bien simplement à l'expression précédente j car il suffit 
de faire Soo -h yoc^ H- ^oc^ -+■ etc. = tt, et, après avoir développé cp(ctf -f- tt)? 
de mettre à la place de vr j tt^ , tt^ 5 etc. leurs valeurs en séries. Ce dévelop- 
pement a de lanalogie avec celui des numéros yS et 76. 

80. On n a considéré jusqu ici que des polynômes de la forme 

ce + €x -h yx^ -h èoc^ -+- etc. ; . . .. {a) 

il convient de faire quelques remarques sur les cas où les exposans des puis- 
sances de oc dans le polynôme ne suivent pas la série des nombres naturels 
o , 1 , Q , 3 , etc. 

Si Ion a ^(^4.^+y + ^+g + etc.) . . . . {b) 

à développer , il suffit de faire a: = 1 , dans la série du n.° 33 , et les règles 
des §§. II et III s'appliquent à ce cas ; ou bien , si on veut ordonner le déve- 
loppement suivant les dimensions des lettres Sy y ^ § y etc. , on fera a? = 1 dans 
la formule du n.^ yg. 

81. Si les exposans de x dans le polynôme de 

cp {ctocP + Cx^ -+- yo(f H- ^x' + etc. ) . . . • (c) 

sont quelconques et qu'ils ne suivent aucune loi , on pourra faire le déve- 
loppement de la manière suivante. On fera ocx^ = ^ , ê'x^ =zb ^ yx^ :=. c^ etc. , 
et Ion développera (p(^ + Z» + c + etc.), ce qui ramène ce cas au précédent; 
après le développement, exécuté par la règle du n.^ 3o , on remettra pour 
a , 6 , c , etc. leurs valeurs. Si l'on veut ordonner la série suivant les dimensions 
des lettres 6*, y, J, etc. , on développera q){a -^ b -^^ à -^ etc. ) d'après la 
formule du n.° 79 , et l'on remettra de même pour a y b ^ c, etc. leurs valeurs. 

On voit que dans ces cas la série ne sera pas ordonnée suivant les puissances^ 
de X. 

82. Examinons quelques cas particuliers. Supposons d'abord qu'on ait 

(p{Sx + 7^2 + ^x"^ + exÂ -\- etc.); . . . . {d) 

on fera Çx =z a ^ yx^=. b ^ ^x^ = ^ ? etc. , et après le développement on 

R 
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remettra au lieu de a^ b j c ^ etc. leurs valeurs ; ou bien , en regardant où 
comme invariable, et g*, y, S^ etc. comme variables et tels que d. 6* = yo:, 
D. y = Jx' , D, (J = g.x , etc. , on aura , de Tune et de l'autre manière ( n.® 3o ) , 

■+- i^'^(pccoc.y^x^ H- B^(pCx. 2ySoc^ ^ etc. 
-H Ç^(p6*x. y3^6 
Les termes de la série ne sont pas ordonnés suivant les puissances de x ; 
ils le deviennent cependant si la fonction (p indique une puissance quel- 
conque , et ils le deviennent encore , au premier terme prés , lorsque la 
fonction (p indique un logarithme , car alors, le premier terme étant log Cxy 

le second sera ~ — = C'^yx. 

83. Si les exposans des puissances de x dans le polynôme forment une pro- 
gression équi-différente ou arithmétique , comme dans 

(p(cc -H CxP -h- yx^P ^ Sx^P -+- etc.), ' ....(e) 

quel que soit p , mais le premier terme ce étant sans x ; on développera encore 
comme à lordinaire (n.® 3o ) , et la série résultante sera ordonnée par rapport 
aux puissances de x ; elle aura cette forme 

A -h BxP -^ Cx^p -H Dx'^p + etc. 
Pour s'en convaincre on na qua faire xP = j^ et alors ce cas rentre dans 
le cas ordinaire ; on remettra ensuite Xf , au lieu de / , dans le résultat. Nous 
ayons mis la condition que l'exposant de x soit zéro dans le premier terme ce 
du polynôme ; autrement , x entreroit dans les quantités affectées de la 
fonction cp dans le développement. 

Dans le cas particulier, cependant, où il s'agit d'élever le polynôme à 
une puissance quelconque m , le premier terme ce peut aussi être multiplié 
par une puissance quelconque de x. Ainsi , s'il faut développer 

(uxP H- CxP-^^ H- yxP + 2^ ^ jxP 4- 3^ ^ etc.)'" , (/) 

^où les exposans forment une progression équi-différente quelconque , on n'a 
qu'à développer tout de même que si l'on avoit 

(a H- C^ H- yx^ 4- ^x^ -f- etc.)'": 
la série résultante aura cette forme 

Ax^p H- Bx^P-^i ^ Cx^P^^i ^- Dx^P-^"^^ -4- etc., 
et les valeurs de .^ , J5 , C , D , etc. seront les mêmes que l'on auroit obtenues 
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en déveLpp ant ( 05 n- g*x -f- yx^ -f- etc,)'"; car lexpression (/) est égale 

à celle-ci ««/,^. ^ ^ t 

x'^P^oc -+- Sx9 H- yx'^î + (îa:^? -4- etc. )'»| 

laque\e , er . faisant x ^ = j)^ , devient 

ar^/'Cctf H- ey -4- yj^ + Jj^ >^_ etc,)'". 

Ainsi, si Ton demandoit le terme sans x, c est-à-dire affecté àe x^^ dans 

(ce ^ s "* 

puisque cette formule est la même chose que celle-ci 

il suffiroi: de prendre le terme affecté de x'^^ dans 

(^cc -h Sx ^^ yx^ H- Sx^ -+- fi.r4)'«, 
c'est-à-dire de développer, à la manière ordinaire, Vi'^^.cc 



m 



84. Dans les cas où les coëfficiens du polynôme sont affectés de dénomi- 
nateurs numériques ou autres , dont chacun est composé d'un facteur de 
plus que le précédent, comme dans ce polynôme 

7 r * s ^ , ^ 

P H 1^^ -+- — — ïï^^ "+" -1 — n — JTî^^ -t- etc., ••••(g') 

' m' m' nr' tu' m" 77r'' ^° ' 

on peut , pour développer une fonction quelconque d'un tel polynôme , 

comparer la fonction à la formule générale 

(p(oc -h ëx -h yx^ -^ ^x'^ -{-.etc.) , 

et , après avoir développé cette dernière , substituer p . -^, , — ; — ri ^ —r — n — m 

etc. à la place de « , 5*, y , <^, etc. respectivement. Mais on peut aussi se passer 
de ces substitutions et faciliter le développement par le procédé suivant. 

On fera les dérivations à la manière ordinaire n.** 3o, comme s'il n'y avoit 
pas de dénominateurs au-dessous de ^ , r, s^ etc. ; on aura soin seulement, 
toutes les fois qu'il faudra changer une des lettres p ^ q ^ r ^ s ^ etc. dans la 
suivante , de ne faire ce changement qu'en donnant à cette dernière lettre 
un facteur au dénominateur , ce facteur étant toujours le dernier de ceux^ 

qui divisent la lettre dans le polynôme. Ainsi on changera p en -J-^ ^ q en 

r s 

— Yf , ^ en ïTT , etc. 

En effet , on voit , avec un peu d'attention , que ce procédé doit mener 
aux mêmes résultats que les substitutions. 
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c d 
Ainsi (p{a -\- bx -^ x'^ ^- ^^5 ^ etc.) se dév^lQ)pe par la 

règle du n.^ 3o , pourvu quen changeant les lettres on change ',« en-^, h en 

c d j -e 

-^, c en ^ • a en - , etc. 

Pareillement ® ( — h-* — r x H r — ^2 .^ x'^ -\- etc. ) se déve- 

^ ^ 2 Q. 3 Q. 3. 4 Q.3.4.5 ^ 

loppe par la même règle , pourvu qu en changeant les lettres on change a 

b T c d 

en -- , ^ en - , c en - , etc. 
J 4 "^ 

Réciproquement , «il falloit changer une des lettres /?> ^, ^, etc. en celle 
qui la précède, comme au n.° 36 , il ne faudroit pas changer , par exemple , 
,y en /', mais en m^^^ r\ on changeroit de même r en mJ^ q ^ q en m) p. 

Nous aurons occasion de faire usage de ces observations. 

La forme (g") revient souvent dans la théorie des suites, aussi bien que 

p -f- m)q,x -H rn^mJh\x'^ -\-- m) w)^ v%^^^ s. x^ 4- etc (/z) 

Si Ton avoit à développer une fonction quelconque d'un polynôme pareil , 
on pourroit , ou la comparer avec la formule 

(P(a5 -f- Qx -f- y ^2 ^ j^^3 ^^ etc.), 
et, après avoir développé cette dernière, substituer/?, m)q ^ mJmJ^r , etc. à la 
place de a, £*, y, etc. respectivement; ou, ce qui est plus simple, faire les 
dérivations par les règles données dans le §.II, comme si <7, r, s ^ etc. nétoient 
pas multipliés par des facteurs mJ , m!^ , mJ^^ , etc. ^ en observant seulement 
que , quand on change une lettre dans celle qui suit , il faut changer p 
non en q , mais en m^q , q en m"r, r en m^^^s ^ et ainsi de suite. 

Réciproquement , si , pour prendre une dérivée inverse , il faut changer une 

lettre dans celle qui la précède, on changera ^ en — ^^ , r en-^, q en -^,* 
Ainsi , on développera facilement la fonction 

(p( ^ ^- bx -H 1. Q ca;2 ^-. 1. Q. 3 dx^ H- 1. o,, 3. 4 ex^ H- etc/)- 
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ARTICLE SECOND. 

Développemens en séries des fonctions de deux ou de plusieurs 
polynômes ordonnés suivant les puissances d[une même lettre. 

85. Dans les développemens que nous avons exécutés par la méthode 
simplifiée , nous avons considéré des quantités fonctions d autres quantités ; 
il convient à présent de nous occuper plus particulièrement des fonctions de 
quantités indépendantes les unes des autres , et de donner , pour développer 
ces fonctions , des méthodes de dérivation simplifiées , telles que l'on puisse 
écrire sur le champ le développement tout réduit et en trouver immédia- 
tement un terme quelconque. 

Avant de résoudre le problème général , nous allons nous arrêter à des 
cas moins étendus , qu'il est avantageux de traiter séparément , tant parce 
qu'ils se présentent très-souvent , que parce que leur solution sert à faciliter 
celle du cas général. 

§. i." 

Des produits de plusieurs polynômes et de plusieurs fonctions 

de polynômes. 

Problème. 

86. On propose de convertir en une série de la forme 

A -+- B X -^ Cx^ -+^ Z)a;3 -f. etc. 
le produit d un nombre quelconque de polynômes indépendans , ordonnés 
chacun suivant les puissances de x. 



Pour résoudre ce problème , nous passerons du cas le plus simple , où Ton 
n'a que deux polynômes, aux cas, plus composés^ où Ton a trois, quatre , 
etc. polynômes à multiplier entre eux. 

Supposons donc qu'il faille convertir le produit 

{a -^ bx -^ 0X2 H- dx'^ H- etc.) X (« H- Ê*^ -4- yx^ 4- ^x^ H- etc.) 
en une série de la forme 

A -f- Bx -H Cx^ 4- Dx^ 4- etc. 

S 
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J'effectue la multiplication à la manière ordinaire , en ordonnant suivant le$ 
puissances de a; , et je trouve 



act 



aÇ 


X -f- ay 


x2 H- «£^ 


.r3 -h as 


bot 


H- bC 


-f- ^y 


4- Z'J 




4- ca 


4- cC 


4- cy 






4- ^» 


4- dQ 
4- <?« 



X^ 



etc. 



la loi des quantités qui multiplient chaque puissance de x est des plus simples , 
de sorte qu'on peut en conclure le coefficient d'un terme quelconque affecté 
de x". 

•Pour ramener cette solution aux dérivations, j'observe que l'on a Z^ = d.^, 
c = p^.^> d = iD^.a , etc., Ç =z d.«j, y = p^-^? ^ = P^'^? ^^^* ? -^ = ^cC'i 
qui est l'origine des dérivations ; B = t>. {a oc)-, C= p^. ^^^^^ D ^^ p5. (^^), 
etc. : ainsi ; en exprimant les coëfficiens précédens en dérivées , on aura 

j4. •==. Cl oc t 

B = D. (^Ctf) = a^Ti. oc -H D.^. ojj 

c = p2. (^ ^J -::::: a. p^. qj -H D. ^ï. D. OJ -"H p^- a. où , 

Z) = p5.(^^) =:::r /Z. p^. ^ -+- D. «.p^. flj -f- p^. ^. D.^ -f- p^. ^. A5 , 

£ = p4.(;^^) = ^. p4, û5 -H D.^.p5.^ + p2.^. p2. ^ ^-,p3,^.D.^^«p4.^.^, 
et ainsi de suite. De là résulte la proposition suivante. 

87. Si les deux quantités a ^t oc sont indépendantes l'une de l'autre, ainsi 
que leurs dérivées , la dérivée divisée de l'ordre n du produit a oc sera donnée^ 
par cette formule 

Y^icioc) = ^.p^a •+- D,/ï.p«-^^ 4- p^,^.p'^-^.a5 +• p^.^.p«-5.a5 + etc* 

H- p«-»^. n.û5 4- p^.^.oj, 
QÙ chaque terme n'a d'autre coefficient numérique que l'unité , abstraction 
faite de ceux qui §ont indiqués par les c au-dessous du signe p. 



etc. 



88, Changeons tz en /z -h 1 , la formule précédente devient 
p«-^*.(a^) — ^.pn-f-i.^ ^ p.a.p^ A5H-p^. ^.p'^'SoîH- p5.^.p«-3.^ 

-f- p«-*.^. p2. ^ H- p«. ^. D.(:^ -h p«"+-^^. a:: 
si l'on compare cette formule avec la précédente , on en conclud cette règle 
de dérivation. 
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Règle. % 

Pour déduire le déi^eloppement de la dérivée dwisée p'*"*"'' {^oc) de celui 
de h'^,(acc) quon suppose donné , a et oc étant des quantités indépendantes; 
j.^ dans chaque terme ne faites ^varier que oc ou sa dérivée y et prenez-en la 
dérivée divisée suivante y laissez a et ses dérivées telles qu elles se trouvent. 
s.° dans le terme seul qui renferme oc et la plus haute dérivée de a , faites 
encore varier la dérivée de a y et prenez - en la dérivée divisée suivante , en 
laissant le facteur oc tel quil est. 

Au moyen de cette règle on tire successivement et sur-le-champ , de ^=a«, 
B z=L aÇ -\- boc^ 



c 




ay 


-t- 


h^ 


-f- 


Cas, 








D 


— 


aè 


H- 


by 


-4- 


cS -+- dot 


» 




E 


:=: 


■■ as 


-i- 


bè 


■+■ 


Cy -+- 


dS 


^- 


eu. , 


F 


= 


c^î 


-h 


bs 


-H 


cè ■+- 


dy 


-+- 


eZ- 


etc 


• 5 


comme 


n.o 


86. 











foc^ 



8g. Le théorème et la régie précédentes suffisent pour développer le produit 
ou un terme quelconque du produit de tant de polynômes quon voudra. 
Pour le faire voir , nous allons les appliquer aux produits de trois et de 
quatre polynômes. 
Proposons-nous donc de convertir le produit des trois polynômes 

a -f- b^ H- tx"^ -h t)a:5 -j- etc., 

a -H Z^o: -H ca:2 H- dx^ -+- etc. , 

ce -\- Sx '■^ yx'^ -\- Ja:5 + etc. , 
en une série de cette forme 

^ -H -ffx H- Cx"^ -4- Dx^ 4- etc. 



Le terme sans a: est -/^ = a^a , c'est lorigine des dérivations : je considère 
le produit aa comme une quantité simple p , de sorte que j aie A z=z poc ^ co 
qui ramène le problème au précédent ; j aurai donc, par le théorème du n.^ 87, 

a^.D«,«4-.D.(to).p«'^f:^-+. p^.(aa).p«-2,^H- etc. -+- p«-^(aa).p.a5^-D^(aa).a5, 
pu Ton observera que les quantités entré parenthèses sont elles-mêmes sujettes 
à la règle du n,° 88t 
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Le développement des termes successifs de la séfie se fait par dérivation 
avec la plus grande facilité , et Ton trouve ainsi sur-le-champ 
. yi = aa. oc , 
JS == a^. ff-H (ah H- ha) ce y 

C = aa.y -H (a^ H- ia)C -H (de H- bZ^ •+- ca)ccy 
D = aaj + (aè -f- ba)y + (ac H- BZ^ ~h ca) g' + (a^ + 6^+0^^+1)^)0?, 
£ z=z aa.s + (a^ + b^)J'4- (ac + bè + c/^'y + (a^i + bc -h ce + b^z.f 

+ (ae + b^ + ce + b^ + e^)a, 
etc. ^ 

U est visible que pour déduire JS de Z), par exemple, il suffit de changer 

dans Dles quantités S ,y , S , c» en s, êy y , C respectivement , et de faire une 

dérivation sur la seule quantité (ad -h bc + cl? + b^)qui multiplie ce* 

90. Développons à présent le produit des quatre polynômes 









ai -H 


«Sx 


-H 


dx^ 


H- 


2)a:3 


-f- 


etc. , 








« -f- 


bec 


+ 


tX2 


+ 


bx3 


-4- 


etc., 








a H- 


bx 


-H 


CX2 


-t- 


^a:3 


-f- 


etc. , 








ct ~h 


ëx 


4- 


ya;2 


+ 


Jx3 


+ 


etc. , 


en 


une 


série 


de la forme 






















^ 4- 


Bx -^■ 


Cx- 


2 -j- Z)a:3 -f- etc. 



L'origine des dérivations est A = ^aacc^ que je partage en ces deux 
facteurs ^aa et ce] et, considérant 2( a ^ comme une quantité simple, le théo- 
rème précédent donne 

p".(2laa.a) = Haa.iQ^.cc + p.(2laa). ç'^-^ a + ^^.(%m).y'"^. ce + etc. 

+ y^.(^aa).cc, 
où Ion développera d. (2Ua) , ^^.(^aa)^ etc. comme au n."" précédent. 

On trouvera par dérivation les coëfficiens des termes successifs de la série 

ainsi qu'il suit, 

A =: Haa.cc , 

B =3(a^.g*+ {2la. ^ + D.(2ra).«}aj = 2Ia^z.g*+{3ta.^ + (3lb + a5a)^}a, 

C=2la^ï.y + {2la.^ + (2Ib + S8a)a}é*+{2ra.c+(2lb + »a)^+(2Ic+»b + €a>}^^ 

i)=2laa.^H~{2ta.è+(2lb+S8a)^}y+{2la.c+(3lb+»a)^+(2lc + 58^ 

+ [^a.d + (îlb +a3a)c + (2(c + asb + Êa)^ +(2lb + 83c + €b +£)a)^}a^ 

etc., et, en faisant attention aux emboltemens , on continuera avec la plus 

grande facilité autant qu'on voudra. 

Ne 
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Ne négligeons pas d'observer qu'on peut aussi partager ^aacc en ces deux 
facteurs 9(a et^^ , et qu'alors le développement, quoique différent du pré- 
cédent pour la forme, sera cependant le même pour le fond; et qu'on trouvera 
par dérivation 

£ = ^a{ae + hoc) + (2lb + a3a)^^, 

C — 3(a(ay + ^e' + Cet) + (2(b + asa) (ag* + hoC) + (2lc + 95b + €a) aoc , 

D =: %<x{a^ 4. ^y + ce* + du) + (2lb + SBa) (^y + iC + coi) 

+ (3lc + 95b + ea)(^^ + hoc) + (2lb + aSc + Sb + Sa)a(«, 
etc. 

On peut partager %(xaot en facteurs de trois manières , et l'on aura 

A^ = p«. (Sïa^z.oî) = p«.(3(a. ^05) = p«.(3r.a^^) 

r= Sla^p'^.a -f- B. (3laa). D«- ï. 05 +p2.(5((^^). p« - 2. ^ + etc. -f- p''. (2ï<u^).^, 
= 2(a.p^(^^a5)+I>.(2Ia).D«-^(a^)^-p2.(5^^).çn-2,(^^)^etc. +p'*.(2la).^ft5, 
= aïp'^. (a^c:^) H^ D.Sl.p'' - ^ (aa(:tf) + p^. 21. p« - ^. (a^a) -4^ etc. -H p''. Sl-a^c». 

91. Rien n'est plus facile que de calculer un terme quelconque indépen- 
damment des précédens. Donnons-en un exemple. 

On demande le 5.^ terme du produit des polynômes 

2t -H 95 -h S H- etc. , a H- b + c -+-etc. , ^ H- è -4- c -4- etc. , oc -h 6*+ y 4-etc. 
L'origine est ^ =.%<xaot^ et le 5.^ terme sera indiqué par p4. ^aax» 

On fait un premier développement , qui donne 

A^ = SUa.g H- D.(2taa).(^ -H p^. (2(aa).y •+- i^^.(^m).S 4- p4. (2Ia<3j). « ; 
on calcule présentement , en les faisant dériver les uns des autres , les déve- 
loppemens de d. (2la^) , p^. (Haa) , etc. , ce qui se fait facilement ainsi qu'il suit^ 
D.(3ïa^) = iU.h + (2Ib + 58a)^, 

p2.(2(aa) = 2la. c -H (2lb + 95a)Z^ -+- (2lc + m + Sa) a, 
p3. (^aa) = 2(a.^ -4- (2lb + 95a) c + (2(c + 95b + Sa) ^ -h (2(b + 95c + Êb + 2)a)/ï , 
p4. (2la^) = 2ta.e^(2lb + 95a)^ + (2lc + 95b + ea)c + (2Ib + 95c + êb + ©a)è 

+ (2(e + 95i) + ec + ©b + ea)^. 

Ainsi on trouve pour A^ , tout développé , 
^^ = 2laa. g+ {2la^ + (3lb + 58a)a} J+ {2ïac + (21b -H 95a) i + (2lc 4- 95b + 

H- { 2(a^ + (2lb + S8a)c 4- (2lc + 95b + ea)è + (2(t) 4- 95c + €b -+- ©a)«} ff 

+ (giae + (2lb ■+ 95a) <Z + (2lc 4- 95b 4- dcCjc -+- (2lt) 4- 95 c 4- €b 4- ®a)^ 

4- (9U 4- 95b 4- (5c 4- î)b 4- Sa)^}». 

T 
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92. Il suit encore des formules générales des n.^^ 87 , et 88 que pour déduire 
une dérivée divisée de la dérivée divisée de Tordre immédiatement supé- 
rieur, on a la règle suivante. 

R È G li E. 

Pour remonter du développement donné de p"^,{aoc) à celui de p" - ^ {aoc)} 
rejetez le terme où se trouve oc multiplié par la plus haute dérivée divisée 
de a; changez dans les autres termes chaque dérivée divisée de oc en sa 
dérivée divisée inverse. 

Cette règle , convenablement étendue , s'applique aux dérivées d un produit 
composé d'un nombre quelconque de facteurs , comme on peut le voir en 
examinant sur les cas des n.^^ 89 et 90 de quelle manière chacune des quan- 
tités ^ y £ y Cy D y etc. dérive de celle qui la suit. 

93. Le cas suivant est remarquable , principalement par les notations aux- 
quelles il conduit : nous prendrons un exemple particulier , car on verra 
aisément que le procédé est général. Supposons qu'on ait à multiplier entre 
eux cinq binômes de la forme a -h ^ y et k ordonner leur produit 

(a +œ){a' + x)(a'' + x) (a'" + x)(a'^ + ^)y 
suivant les puissances de œ ; le résultat aura cette forme 

^ ^ Bx --h C^2 _+. Dx^ + Ex^^ + Fx^ , 
et l'on sait par la théorie des équations , que ^=: aa^a'^a'^'a'"" , que B , C, Z>, 
E sont respectivement les sommes des produits des cinq quantités a^ a\ a", 
a''' , a'^ , prises quatre à quatre , trois à trois , deux à deux , une à une , et 
que F z=z 1. 

D'un autre côté, ^ = a a' a'' a''' a'"" est l'origine des dérivations ; les pre- 
mières dérivées des quantités simples a ^ a^ j ^" , etc. étant égales à l'unité , 
seront désignées par va, Da' , etc. , sans point après le d , et leurs dérivées des 
ordres supérieurs au premier seront toutes égales à zéro. Donc il faudra aussi 
désigner les dérivées successives divisées de aa^a'^a'^a'"" par T>{aà'a^'a'"a''') , 
ç2(aa'a"^"'^'''), etc. sans point après le d. On aura ainsi 
D (a a'a"a"'a'^) = la somme des produits des cinq quantités prises quatre à quatre, 
p2 {aa'a''a'"a^^ ) = la somme des produits de ces quantités prises trois à trois , 
^^{aa'a'Wa''') == la somme des produits de ces quantités prises deux à deux, 
^^(aa'a'WW) == la somme de^ pinq quantités, 
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^De là on conclud en général qu'en exprimant par aa^ a^^a}^^ X** • a^" le 
produit de m quantités différentes , l'expression 

^'^''{aa'a''à''' X O^'^) 

désigne la somme de tous les produits différens de ces m quantités prises r kri 
où Ton peut remarquer que le nombre r des quantités qui entrent dans chaque 
produit , est toujours égal au nombre m de toutes les quantités moins l'indice 
de D ; car , en supposant cet indice = ^^ , on a /z = tt^ — r^ et r = m^ — n* 
Cette expression sert non - seulement à indiquer d'une manière abrégée la 
somme des produits , mais elle renferme encore la loi du développement ^ 
c'est-à-dire, la manière de former tous ces produits. 

94. En effet, si par exemple on vouloit calculer immédiatement la somme 
des produits de cinq quantités prises trois à trois , il faudroit développer 
^^-'^{a a^a'^a'^'a'"") = ^^(aa a''a'''a'^). En faisant attention qu'ici D 2^, p5^ , 
etc. p^^S etc. = o , on aura (n.° 87) 

j^'^[aa'a''o}''a''') = D(aa^a"a"»). dû^'^ + p2(aa'a"a"^).a^^; (1) 

mais on a aussi 

i^{aa'a''a"') = a a' a'' va''' + j:>{aa'a''),a"% 
et i>(aa'a") = aa'na" + jy{aa}),a^'\ 

donc D(aa^a"a'") = acùa^'r^d'' -H ^aa'V^a" -H (ûDtf + dc. a')a"]. a"', 
et de là , par dérivation , 
Ç2(^a'a"^"')=: [aa'D^"H- {ar^a' H- iya.a')a"]va"' -f- [(^D^'+D^.^')Da" 

+ T>a.T>a\a'']. a"' 
et mettant ces développemens dans la formule ( 1 ) , elle devient 

B^{aa'a''a'"a''') = (2) 

[aa'a^iya''' -h [aa'na'' + {ajya' + T>a. a')a''].a'"}na''' 
•+• {[aa'va'' + {ana' + T>a.a')a"]Da'" + [{ai)a' H- D^.^')D^"-^I>^.D^^^"].a"^}a'^• 
Si à présent l'on met partout dans (a) l'unité à la place de d^ , n^S n^" , va'", 
va'^ y que nous n'avons conservées sous cette forme que pour faciliter les 
dérivations ; la formule ( q ) devient la somme de tous les produits de cinq 
lettres prises trois à trois. 

Pour développer p^ - ^ ( a a'a'\ . . a'^ ■ » ) , on peut partager le produit aa a". . • a** '^ 
en facteurs de différentes manières, ce qui donne des développemens de 
formes différentes et conduit à des théorèmes sur les combinaisons que nous 
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ne pourrions pîâîcer ici quen^nous écartant trop de notre objet principal 
Revenons aux polynômes. 

g5. Si au lieu des dérivées divisées de aoc ( n.^ 87 ) , on veut avoir une 
dérivée non divisée, d'un ordre quelconque, n''. (^^) ; il est clair qu'il suffira 
4e multiplier tous les termes de la dérivée divisée du même ordre /z, par 
1.J2. 3. . . . /z. Mais, r étant supposé <C 1^ > puisqu'un terme quelconque de la 
dérivée divisée ç».(^c«) est 

1 
c tf 1. Q. 3.... /^ X i.2.3...(/z-r) ' 

il est visible que ce terme , étant multiplié par 1. c{. 3. . . /z, devient 

' D^ a.jy^-^. oc ^ 

1. 2. 3 r 

où le coefficient numérique devant D^^. D'*-^a est le même que celui de 

a^cc^'^ dans le développement de {ce + «)"• On aura donc, pour la dérivée 

non divisée , la formule 

n.ri'l 72.77-1.72-2 ,7 

^ ^ 1. Q 1. 2. J 

+ etc. + /ZD^-^.^Z. D. ^ + d". ^. flî , 

les coëfficiens numériques étant les mêmes que ceux de la puissance n du 
binôme ^ -+- ^. 

On voit de plus , qu'on obtient la même formule pour d'^. (aoc) , en déve- 
loppant {oc -+- ^y y pourvu qu'après le développement on change généralement 
a^ en Ti\a , u en d^« , et a"^ en d^.^ z=z a^ c^o en n^.^ = oc^ 

96. Puisqu'un terme quelconque de la dérivée divisée -^"^.{aaoc) est 

^ tr ^ 1. 2...r X 1.2...^ X 1. 2...(^2-r-^) ' 

et ^ue, pour avoir la dérivée non divisée n".(a^a5)i il faut multiplier tous 
les termes par 1. 2. 3... /2; le terme précédent multiplié par ce produit sera 

72. 72 - 1. 72- 2 (72-r-^ + 1 ) 

1. 2 r X 1. 2 s ' 

où le coefficient numérique est le même que celui du terme a^a^c<P'^'^ dans 
le développement de la puissance du trinôme {a ••\' a + ocY» 

En continuant ces raisonnemens , il est visible qu'on a généralement 
72.72-1. 72-2. 72-3 . . . • {ïi-p- q -r-s - ctc. + 1 ) 
1. 2..../?X K2....^X 1.2... rX i.2...^X.- 

pour 
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pour le coefficient de Df.^. d^. ^^D^^".D^a"^ x .... dans le développement 
de D'». (^^'^"^'".. . . ) , coefficient numérique qui est aussi celui du terme 
af. d^. «"^ d^"^^ X .... de la puissance (« + a' + ^" + ^"' + etc. ) ". 

Puisque Ton a dun côté, en regardant ace comme une quantité simple, 

r)«.(a<3:«) = D«. a.^ïdv + azd«- ^a. d. (^^) -h -^ D«-^a.D^(^ctf) H- etc. 

+ aD'*.(act) ; 
et que , d'un autre côté , on a pour la puissance n du trinôme a -+- a -\- ccj 

{a + a + ocY = a"" {a + oc)"" +^^a«-»(a + aj)i -H ^'^' a«-2(^ +05)^ + etc. 

-H ao(^ + 05)^*; 
que dailleurs, n.^précédent, (a + ocY développé donne D^(^a), en changeant 
les exposans en signes dérivatifs du même ordre ; il s'ensuit que Ton aura le 
développement de d'». (a^c^) en développant {a + a -{- oc)^ comme n.^ 3i ^ 
pourvu qu'après le développement on cliange les exposans en signes dérivatifs 
D affectés d'indices égaux à ces exposans , et qu'on ait soin de changer aussi 
a^, ^0, oc^ en n^a, D^.a^ jy^-oc y c'est-à-dire, en a , ^ï, a ; ou, ce qui revient 
au même , pourvu qu'on donne trois facteurs à chaque terme , en suppléant 
à ceux qui manquent par celles des lettres a , ^ , ^ dont les dérivées n'entrent 
pas dans le terme. Ainsi puisque , n.° 3i , on a 

{a + a + c^y = 

n.n-i 

1. 2 

+ etc. , 

1. Q 1. 2. 3 

on aura aussi D'*.(a^ctf) = 

n./z-i. 

©".a. ^^ + 72D''-». a.D. ^. a + ^^D'*-^ a.D. 05. û -h D^-^.a.an.e/.D.^ 

1. Q 

/^./^-l n.n- i.n- Q, - , + etc. 

1. Q 1. Q. 3 

Nous venons de faire voir que la correspondance qui existe entre les puisr- 
sances des trinômes et les dérivées du produit de trois quantités , a lieu par 
cela même quelle a lieu entre les puissances des binômes et les dérivées du 
produit de deux quantités : de là on conclud , en suivant la même marche , 
qu'elle a encore lieu entre les puissances du quadrinome et les dérivées du 
produit de quatre quantités; et partant^ qu'elle a lieu généralement pour un 
nombre quelconque de termes dans le polynôme d'une part , et de l'autre , 
pour un môme nombre quelconque de quantités multipliées entre elles. 

U 
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Donc on aura le développement de d". {aà'a'' , ... a"^'^) en développant 
(a + ^' + ^" ,+ Gtc. + a'^-'^Y comme n,° 3i , pourvu qu après le développe- 
ment on change toutes les puissances en dérivées du même ordre, et qu'on 
donne à chaque terme le même nombre m de facteurs , en suppléant à ceux 
qui manquent par celles des lettres a^ ^', û" , etc. dont les dérivées n'entrent 
pas dans le terme. 

La démonstration que nous venons de donner de ces homologies, nous 
parolt simple et rigoureuse : notre objet n'étant pas d'en traiter ici, il suffît 
d'avoir montré comment on y est conduit par notre calcul. 

Problème. 

97. On propose de développer le produit de deux fonctions quelconques 
de polynômes , 

(p(« -\- boc-{- cx^ -4- dx^ H- etc.) X -^{oc-V- Qx -\- yx-^ + ^x"^ -j- etc.) , 
en une série de la forme 

A -+- Bx H- Cx'^ -H Dx^ H- etc. 



Première solution. Il suffira de mettre cp ^ à la place de û: et \{y 05 à la place 
de oc dans la solution du n.^ 86, et l'on aura par le théorème du n."* 87 , pour 
le coefficient d'un terme quelconque affecté de x"^ ^ 

p5. (pa. p'*-^,^^ ^- etc. -+- p^.cpa.-vf/a. 

Rien n'est plus aisé que de développer cette formule, d'après le n." 49 et 
les règles des n.°^ 3o et 36 , et par conséquent de calculer un terme quelconque 
du développement indépendamment des autres. 

La règle du n."" 88 , jointe à celle du n.'^ 3o , donne le moyen de faire 
dériver les coëfficiens des termes successifs les uns des autres , et Ion trouve 
A -=1 (S^fiX \l/oc^ 

B = <pa X jyyl^ocX -{- jycpa.b X -^oc, 

C = (paX (D\j/ctf. y H- ^^(pcc^C^) 4- J^Cpa.b X Jy-^cc^C-h (D(pâ^. c-K p2(p^. b'') X -^ocy 

D =: (paX (dv^aj. J'H-p^Cpa.Qêy + p^Ç^-f^) "H vÇa.b X (n-^flj.y -+- p-\pa.S''') 

+ (D(pâr.c4~p2(pâ'.^^)XJD-v|/ûj.C-+-(n(pc7.^ + p2(pa. Q^^c-f-p^cp^. ^^) X \la , 



etc. 



98. S'il s'agit de développer le produit de trois fonctions de polynômes , 
5^ (aH-fca; + ca:2+.etc.) X (p(a4-èx-Hca?2 +etc.) X ^^{00-+- Sx-^-yx-i-etc); 
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on mettra pareillement %(t,(pûf,\j>a5àla place de a, a, c» respectivement^ 
dans la solution du n.® 89 , et Ion aura 

XCi.(pa.'D''.yl,cc + D.(5^a. (|)a). p«-^-^aj + p^. (^^a. cpa). p«-^.^jy«J + etc. 

où l'on développera d. (%<!i. cp^), p^. (^^a. (^(2) , etc., comme on vient de 
développer n.{(pa.'^cc) , p^. ((p^j. \|/ctf ) , etc. 

On voit ce qu'il y auroit à faire si Ton vouloit développer le produit de 
quatre ou d'un plus grand nombre de fonctions de polynômes. 

Appliquons tout de suite cette solution à un exemple. 

Exemple. 
gg. Développer le produit des puissances quelconques r et j de deux poly- 
nômes , ç^_j^i^^^ ^^o _^ j^3 ^ etc.)'- X{cc-\- Cx + 7x2 + Sx^ + etc. y , 
en une série de la forme 

A -+- £x -i- Cx^ + Dx'^ + etc. 
On fera , n.^ gy , (pa = aJ^ et -^cc = a"" , et l'on aura , pour le coefficient de vX« , 
An =■ ç". (a^'aîO = ^'.p^Q5' 4- D. û^p«-^aj^ 4- p^. û^ p"-2. oj^ + etc. 

+ T)^'Ka\iy.oc' + p^a^a5^ 
où il n'y a plus qu'à effectuer les dérivations indiquées , au moyen des règles 
des numéros 3o et 36. 

Si on veut déduire les uns des autres les coëfficiens successifs A^ B ^ C^ 
Z>, etc. , on y parviendra , par les règles des n.^^ 88 et 3o , comme il suit. 
A = a\u' , 
B = a'. scc'-'S -{- ra'-^b.ocf , 

' 1. Q 1.2 

-^ / ^ ^.^-1 ^ ^.^-1.5-2 <? «7 N 

^ 1. Q ' 1. Q. 3 

' 1. Q 1. Q 



ra'-'d-^ oJ-'^^hc + 5- a'-^b^)oc' , 

1. Q 1. 2. J 
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1. 3 ' 1. Q. 3 ^ 

1. 2 ' 1. Q 

1. Ci 1. Q. 3 

!• î 1. Q. J J . 2. 3. 4 

et ainsi de suite. 

Si l'on veut le développement du produit de trois puissances de polynômes , 
( a + fe.T + c^2 ^ etc. )'• X (a + *ji; + cx'^ + etc. )' X (^ + S"^ + y^^ + etc. )' ; 
on aura A = a^a^cc^y le coefficient du terme affecté de x"' sera 

^ etc- H- p«. (a'û^). Af' , 
et les coëfficiens développés des premiers termes seront 

et ainsi de suite , par dérivation* 

loo. De la solution du numéro 97 on peut encore déduire deux autres solu- 
tions du même problème, où les développemens prennent d'autres formes. 

Seconde solution. Si dans la solution du n.^ 97 on donne un premier déve- 
loppement en l? aux quantités d. cp^ , p^. (pa , p^. cpa , etc. , sans développer 
D.ypccy p^. \pa> p^. •vj/tvj etc. ; on aura 
A = (pa X ypcc , 

B =z q)a X T^.-^où -h T>(pa.b X ypcc , 

c = (pa X p^- \^« + n(p<^. ^ X n.\J/ctf + (n(pa.B. b + ^-(pa.b^) X ^l/cc , 
D z=i (pa X y^'4^cc -h i>(pa. b X p^-\^^ H- {iy<pa.i>.b -H ^^(^a.b^) X D.\j/c^ 

H- (Bipa.:g'^.b + y^(pa.v.b'^ + p^cpa. Z^5j x \};a5, 
£ = cpa X p^.Npa -H T>(pa.bx g^'-vj/o? + (dÇ)^:. D. ^ --h ^'^(pa.b^) X p^-'v^» 
+ (D(f)ûf. p2. Z. + p^(p(2.D.Z>2 H- p3^â:. Z'^) X 1^- \1>^ 
-+- (B(pa. p5.Z^ -f. p^(pa,p^i^ H- ^'^(pa.B.b^ -+- p^^cp^.M) X -vf/o? , 
etc. 

Mais, 
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Mais , avec une légère attention , on verra qu en ordonnant ces développe- 
mens suivant (pa^ D(pa, p^cp^? etc. , on pourra les mettre sous cette forme 
jB = (pa X Ty.-^cc H- r>Ç)« X l^.yloc, 

C ■= (pa X p2.\|^a 4- T>(pa X D.(^.xjyû5) -H p^cp^ X ^^.^^^ 
D = (paX p3.^);a5-f- D(paX p^. (/^.\|ya) +p2(pâ^ X D. (Z^^.^^) ^ p3^« x A^/^^ 
E z=z (paX p/^'4/a5 -i- Bcp^: X p3.(^.v^a) H- p^cp^^ X p^-C^^-vp^) 

etc. ; et, comme il est clair que la loi s observe dans les termes suivaîtis, on çl 
pour un terme quelconque ^, = ç«.(^« X ^^^) = 

(pa X p". •>^cc-hJ^(pcc X B^''. (i5'.\paj)H-p-(p^ X p''-^ (^^.\|^a) + p^(P^ X p"-5.(A'vj/flt) 

H- etc. 4- D^'-'Cpa X D. (/?»«- ^ \|^af) -+- p*(P<z X i^'.ypcc* 

Il est aisé de continuer les développemens des dérivées indiquées , sur- tout 

si Ton écrit les termes de cette formule dans un ordre inverse. On remarque 

que quand on fait dériver les termes successifs les uns des autres , tout se 

réduit ici à partager le terme Txpa. b.-^oc dans l'expression de 5, dans les 

deux facteurs iy(paetb.-^ccy et den agir de même toutes les fois qu'on forme 

une nouvelle puissance de ^. 

.^ 
loi. Troisième solution. Tâchons actuellement de séparer entièrement des 

quantités polynomiales les quantités affectées des signes de fonction (p et %]/. 
A cet effet , donnons un premier développement , en Z^, aux quantités T>.(pa^ 
'D'^.Cpa^ p5. (pa, etc., et un premier développement, en g*, aux quantités 
i).\|^a , p". \pa5 , p^. 4/^ 5 etc. que Ton auroit par la première solution n.° 97; 
et nous aurons 
yî =z (pa, \)/' a , 

B =: (pa. D^^, g*^ v^(pa.b,'^oC'i 

C z= (pa. (Dxjyoj. D.f + p^xpAJ. ff^) + Dcp^. b.-D-^CC'ë 

-~h {D(pa.D.b ^- p2(pa. Z^2). ^^^ 
D z= (pa. (D-v^ct.p2.f -+. p2^j^a:.D.g*2 ^ pS^oj.g'^) 

-H i)(pa.b.{B'^cc.i>.C -h- p^\)/«.g'2) H- (D(pa.-D.b -\-:g^(pa.b^).D'^oc*C 

H- {B(pa.B'^.b -H :D^(pa.D.b^ + B^(pa.b^)-\l/ccy 
E =1 (pa(D-v)/a.p^.f +• p2-v}/«.p2.g*2 ^ etc.) -f- etc., 

etc. Si l'on ordonne chacun de ces développemens par rapport aux puissances 
et aux produits de C et Z' , ils prennent la forme suivante , 

X 
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B = (pa. DypOC'S 

H- p2 (pa.-^oc- ^2, 

H-p2^a. \|;cc.p2.Z'2 4-p2(pa.D'^ctf.D.(^2g>) H-ps^p^/.p^^J^aî.^^ê*^ 

+ p5(pa.\|;c:tf.D,Z'3 -f-p^(p^. D \j/a. ^^Ê* 
-+- -D^Cpa. -^cc' M, 
et ainsi de suite. Ces développemens sont symétriques , et il est aisé d en 
saisir la loi ; car il est visible que , dans les colonnes verticales , les produits 
des Ç* et b suivent la même loi que dans les puissances correspondantes du 
binôme g" ~(- ^ , et que les indices des D qui affectent -^oc et(pa sont réglés sur 
les exposans de € et de b. 

On pourroit même , avec un léger changement dans les coëfficiens numéri- 
ques , donner aux termes en ff et ^ les coëfficiens numériques des puissances 
du binôme S ^ b'j car la troisième colonne verticale de £, par exemple, 
peut aussi s'écrire de cette manière 

102, De là il est facile de conclure la formule du terme général, et, en y 
réunissant celles des n,^^ 97 et » 00, on a ce théorème, 

T w: ^' o R è M e, 
Le coefficient du terme cju^lçQnquo affecté de ^p'* dans le développement de 
Ç{a^l?oo^cx^-+' etc.) X ^ ((^•+'Çx^yx^ -hetc. ) ^ 
est donné par lune de ces trois formules 
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(p^.p«. \p^ 4- D. ^^.p'^-i.\)yi:tf -h p^.(p«. ç''-^. \j>'a5 H- etc. H- p«. (pa.\|/a. 

IL... ^, = p«.((pa.%|ya5) = 

(pa. p '^. ^/a -H D (p^. p«- ^ ( ^. \)> ctf ) -f- p^ (P^. p" - ^. (^^. \|> flf) -f- p^ (p^. p* - ^. (^^.\J/a} 

-H etc. -h p''(p^•^^\|/«. 

III ^« = p«.((p^.\I;a5) = 

^ -A 

(pa.Byl^oc. 'D^'-Kë -4- (P^. p2\pâ5. p'^-^ê'^ H- <P^. p^\^aj. p«-^. S*^ 

+ D(pa.\j>ev.p''-i. ^ H- D^^.D%jyctf.p«- 2.(^5*) + D(pâ5.p2-vîya5.p''-'^.(^£'^) 

4- p2(p^. \J/i:tf. p«-2. ^2 ^-. p2(p^.D\jya;. p«-5. (Z^^e*) 

-H p3(p^. -vjyctf. p« -3. ^5 

-4- D(p^.p«-» -4/05. ^ ê'''"^ 
-H p2(pa.p«-2vPc^.Z>2g'«-» 
-4- etc. 

H- p«(pa. \pctf. if^ 



etc. 



io3. Considérons encore la série que donne la troisième solution. Il est 
visible, n.^ loi, que la règle nécessaire pour déduire un coefficient quel- 
conque de cette série du précédent , comme E de D ^ se réduit à prendre 
dans chaque colonne verticale de D la dérivée divisée des quantités poly- 
nomiales exprimées en ^ et Z^ , et de prendre de plus dans la dernière colonne 
la dérivée divisée des quantités en ^ , et en outre celle de la dernière quantité 
en a de cette même colonne, 

104. La régularité des expressions du n.° loi fait connoître comment la 
loi du développement s'étend à un nombre quelconque de fonctions de 
polynômes multipliées entre elles ; car , si Ion a le produit de trois fonctions , 
pg(a + b:r-4-c:t;2 -hetc.)x(p(a -+-3.T ^+- cac^'-h'etc.)x4f(cc-^Cx-^y^^-\-etc.)j 
il est facile de voir que dans les colonnes verticales les puissances et les produits 
des C^byh suivront la mémo loi que dans les puissances du trinôme ?-+- Z^ + b , 
et que les indices des d qui affecteront ypccy Ç^^ %^» se régleront sur les 
exposans de ff, ^, t). Si Ton avoit quatre fonctions, les quantités polynomiales 
suivroient la loi des termes des puissances du quadrinome , et ainsi de suite. 
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io5. Donnons à présent quelques exemples qui reviennent souvent dans 
l'analyse. 



Exemple I 



cr 



On propose de convertir la fraction 

a H- hx H- cx2 ^« ^^3 .4- etc. 
oc H- ^x -4- ya;2 h- Jx^ 4- etc. 
en une série de cette forme 

A -\- Bx -\- Cx^ H- Z?a;3 h- etc. 



L On a ^ = ««"S d où Ion déduit , par dérivation ( n.® 97. ) , 

E = a{ —oc^B + a-3(^^(î+ 72)_^-43g^2y ^ ^-5g^4} 

et ainsi de suite ; et pour le coefficient du terme quelconque affecté de x"^ , 
on aura la formule 

A„ = p«. (^7 05-^) = aD^'.cc'^ H- ^p«-'.aj-ï ^ cp^-^.^-» -f- etc. -h- ^n- cc^' ^ 
qui donne ce théorème. « Le coefficient du terme affecté de x^ est formé 
5) de la somme des n + 1 premiers termes de la puissance — 1 du polynôme 
»ctf-H ?-f-yH-(5^^- etc. multipliés respectivement par les coëfficiens 
5) a, è, c j d ^ etc. , an du numérateur de la fraction génératrice , écrits dans 
55 Tordre renversé. » 

II. On peut aussi ordonner les parties suivant les puissances négatives de 
ce j et on aura ainsi par la seconde solution du problème, n.^ 100, 
A =1 oc^ci^ 
B = oer\b — u^'.Sci^ 

C — u-Kc — a^{Qh + y a) ^ cc'^.Ç^a, 

D = cc'^.d — aî-^(g'c-4-y^-H(3'^)-Ha5-^(ê*^6-f-Qg*ya) — of-^.e'^^, 
E — cc^Ke—.u'^{Cd +yc + J^ + ga) -h «'^ {g^^c + q^ (y^ + J^)H- y^/î} 

— oc'^ (C^ i^ -^^ 3 e^ya) -h oc- ^. C^^a , 

etc. Cette solution coïncide , quant au fond , avec la précédente , mais elle 
en diffère pour la forme. On trouve pour un terme quelconque 

An 
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^„=D». {c&"a)—cc^K D^a— ^-2, ^^-K {Sa) +aj-^.ç''-^ (f-^) — ^"^.p''"^- {^^à) -f- etc. 

m. Si on veut disposer les parties de termes comme dans le développement 
du n.° loi , on aura par dérivation, n.° io3 , 

+ 1.05-^/^, H-i.ctf-^c — i.cC'^.bS^ 

etc. Cette solution ne diffère des deux précédentes que par larrangement des 
parties, ainsi qu'il est facile de le vérifier. Je supprime la formule pour le 
terme général, parce quelle se conclud aisément de la loi qui règne dans 
les termes. 

Wous ne nous sommes tant arrêtés à cet exemple que parce que les solutions 
que nous venons d'en donner renferment une solution du problème : Trouver 
immédiatement un terme quelconque d'une série récurrente dont on connoit 
Téchelle de relation ou la fraction génératrice ; solution qui a l'avantage de 
n'exiger aucune décomposition en facteurs , et par conséquent de n'être point 
arrêtée par les difficultés que présente la résolution des équations des degrés 
supérieurs. Nous reviendrons sur ce sujet , pour le traiter avec détaiL 

IV. Enfin, si on vouloit avoir un des coëfficiens 5, C, Z), etc. en termes 
récurrens, on mettroit A = ace' ' sous cette forme Ace = ^ , et l'on auroit , 
pour l'équation qui donne le coefficient de a:«, p^(^^) z=zD^.a^ oh il 
suffira de développer le premier membre par le théorème du n.^ 87. Si Von 
demandoit par exemple le coefficient de a;^, on trouveroit sur-le-champ 
l'équation 

Afj -^ jB^ ^ Ce ^ DS -^ Ey ^ FC + Gcc = g, 
d où il vient pour le coefficient demandé 

G = ^-^{g — FS - Ey — D^—Cs — B^— Ayj). 



ce 



Y * 
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Exemple II. 
106. Convertir la fraction 

(a -{- bx -+- cx^ H- dx^ -+■ etc. )^ 



{oc -+- Cx •+- yx^ -4- âx^ 4- etc.)* 
en une série ordonnée suivant les puissances de x. 



Le premier terme sera a^'ccr^ ; ii suffira donc , pour avoir une première 
solution , de faire ^ négatif dans lexemple n.^ 99. Contentons-nous de donner 
les expressions du coefficient du terme général affecté de x^; elles sont, en 
conséquence des trois solutions du problème (n.^ 102) , 

I. ^«zz^^^p^a-^-f- D.^^p''-^A;-^ h- ç^.^r, p«-2. ^-^ + etc. -h p« - ^ /x'*. d. ^5" ' 

IL ^;,=:a-^p^^^^--Dû5-^p«-^(f^O+-p'^''•p'*"^•(ê'^^0+pV^p''-5.^ 

H- etc. -hB^cc-'.ë^'a' y 

IIL Jn^^'^-Doc^''^""'-^ + ^'•.p2^-^p«-2. f2 -f-etc. 4- a'.^^oi-'.ë'' 

^-Da^ctf-^p''-^^ -+- D^^na-^p^-s. (Z^g*) -+-etc, '+'Ba^.B'"^oc''-l^C'"^ 

-H P^^''* oî"''. p'"' 2. ^2 ^ etc. + p2^^p«-2^-^^2g»/ï.3 

+ etc. 
H- p''^^aJ-^^«; 

les développemens ultérieurs des quantités affectées de d s'effectuent sans 

difficulté. 

Exemple IIL 

/i l\ I. /zx 

107. Convertir la fonction algébrique — - ^ ; en une série descen- 

dante de cette forme 

A B C D 

1 1 5-+- —7-4- etc. 

x x^ x^ x^ 

n . , ..... ax -h ^ , 

La fonction proposée peut s écrire ainsi — — — - ; le premier terme 

ocx -j- ^x -f- <y 

sera aar^.X'^^^ donc A z=: acr^ : de là on tire par dérivation les valeurs de 
jB, C^D^ etc. , en se rappelant lobservation du n.^ 83 ; et, en faisant attention 
que b et y sont des derniers termes , dont les dérivées sont zéro , la série 
sera (n.° loo) 

cc-^a-X'"^ -h{o6-^b — o6'''.^a)x'^ + { — u'^'i^b + ya) + o&-''\Ç^a] x''^ 
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-h {x'^i^Cyè +y^a) — cc'HC^i^ + 3C^ya) + oc'^.C^a}x-^ + etc. 

Exemple IV. 
108. Développer suivant les puissances de x l'expression 



(a — 00 y {a — xy{oc — ony 
On a pour le premier terme ^ = a-'^a-'x'^ ^ et Da=: — i , na==: — i , 
Dctf = — 1 ; ainsi on aura par dérivation 

1. Q 

1. 2 1. Q ^ 

et ainsi de suite. Le coefficient du terme quelconque affecté de ac°' est indiqué 
par p«(a"'^^-^«-*) , oa, d^, doc étant = — i, formule qui se développe 
avec la plus grande facilité. 

On peut appliquer ce procédé au cas où le dénominateur auroit un nombre 
quelconque de facteurs pareils , é$ Tétendre à celui où les facteurs du déno- 
minateur seroient des puissances de polynômes. 

Exemple V. 
109. Développer la fraction 

ax'" + ^^'«-1 +o^«-2 + ^/a?'«-3 ^ etc. 
OCX + c 1 

en une série descendante de cette forme 

^^w.i ^ Bx"''^-+' Cx'^'^-+' Z)a;«-4 + etc. 
On a ^ = aoc'^y et (n.^83)^ = d. {aoc'')y C=z p^. (^^-i^^ etc. , et le 
coefficient du terme affecté de a;'»-« sera D«-».(^a-i), où n. a? = ff et 
D. 5= ^^. c6= o ; et l'on aura par dérivation , pour les coëffîciens développés 
des premiers termes, 
^ = aoc'^ , 

J5 = — aoc-^'S + bcc'^ y 
C = acc'^e- — boc'^S -4- coc'^ , 
£> = — aoc'^e^ H- boc'^C^ — cx'^C -h- dcc"^ ^ 
etc. 
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On voit comment au moyen des dérivations on auroit sur-le-champ les 
termes si le numérateur de la fraction proposé se trouvoit divisé par {ocx + g*)^, 
ou en général par («a;+ 6*y, ou par le produit de deux ou de plusieurs 
facteurs simples xx -^ Ç ^ a^H~b, etc. , ou par le produit de plusieurs poly- 
nômes. Ainsi le terme affecté de x"^-^-^ dans 

ax"^ + bx"^'^ + cx^'^ + ^tc. 
{ccx+Cy 
aura pour coefficient le développement de q". (a«-''), d. « étant = g* et 
D2. oc = o. 

Il se présente ici une foule d'exemples utiles sur-tout dans la théorie des 
équations. Mais en voilà assez pour montrer comment les dérivations con- 
duisent d'ordinaire aux résultats demandés , de la manière la plus natu- 
relle et la plus facile , et comment elles les expriment par des formules très- 
simples , qu'on emploie ensuite avec le plus grand avantage , soit dans les 
démonstrations, soit dans des recherches ultérieures. 

Exemple VI. 

iio. Soit X une fonction rationnelle sans diviseur de x^ de cette forme 
X=: 2te»» -H $8^«-i -f- 6:c'»-2 ^ etc. -f- £)a;«-» + ^x""-"-^ + Qx^^-'^'^-hetc. ; ...(i) 
on demande le coefficient de a;'»-« dans la série résultante du développement 

de , r- 

(a — xy 

En faisant attention que na = — i et p2^ = o , on a 

{a — x)'^ = a'^-^xia'^.x -hç^^-r ,^2 ~|- p3^-r, ^5 ^ etc. ; . . .• (q) 

donc , en multipliant par cette série la valeur de X , on trouve 







2la-^ 


Xm ^ÇQa-' 


X^'i -f-g^-'' 


aina-' 


^m-fi ^^j^a-^ 


-+- 6Da-> 


"hX^na" 


Up^a-^ 


^w4-2 -+.g3pa/z-r 


^a^^a" 


-f-sp^^-'' 


H-gp2^ï-^ 


'+• etc. 


+ etc. 


+ etc. 


-H etc. 


-+-etc. 



x"^ 



H- etc. 



..(3) 



Il résulte de là que le coefficient de x^-'^ peut être exprimé par d«. (a-f.H)^ 
pourvu qu'on fasse Da= — 1 , et de plus , à cause que la série (1) est descen- 
dante tandis que la série (2) est ascendante, pourvu qu'on suppose que p""'.2l, 
Q«- 2.5J ^ etc. , au lieu de désigner les lettres qui précèdent p''. 21 =£) , désignent 
celles qui suivent £) , savoir ^ , û , etc. ; ou , ce qui revient au même , pourvu 
qu'on écrive p«-*-^ 21 , p»-^-^ 21, etc. , au lieu de p"- ^ 21. p'^'^îï, etc. 

De 
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De cette manière le coefficient de a;'»-« sera p". (^2-''.2ï) = 
p«.2(.^-'" + p''"^^- 2Ï.D«-'' + p« + 2.2f. p^^"'' +p« + 3.2(.ç5^-'' 4- etc. = 

1. Q 1. Q. 3 

On aura pareillement pour le coefficient de x^^ o\\ n = o^ 
po. (^-r,g() -- po.îT. a-'--h pi.21. D^-' + p^. Sl.p^^-'* -H p3.2{.p3a-'' H- etc. 

Si , X étant la même série que ci-dessus, on demande le coefficient de x^'^ 

X 
dans le développement de 7 tt—^ t-t : ; on aura , en observant que 

^^ {<X'xy {a-xy {oc-xy ^ 

Da, Da,D^= — 1, et sous les mêmes conditions que ci-dessus , 

p«. (a-'•^-•'«-^2t) = 
p«.2I.a-''^-^aj-' -4- p«+^9l.D(a-^^-'aj-') -+- p«4-2.2i,p2^^.r^-^^.r) ^ etc. , 
formule dont le développement ultérieur n a plus de difficulté. 

Lag RANGE a aussi donné pour la solution de cet exemple des formules 
élégantes , exprimées en différentielles , dans le tome V des Mélanges de Turin, 
pages 207 et 219. 

§• n. 

Des fonctions (quelconques de deux ou de plusieurs polynômes. 

111. Comme nous avons à traiter de quantités indépendantes, comprises 
dans la même expression , dont les unes varient tandis que les autres demeurent 
constantes ; nous avons besoin de notations qui indiquent ces variations 
partielles , et nous allons fixer le sens des signes que nous emplolrons à cet 
usage. 

D^. (P(^,a), sans virgule à l'indice de d, désigne toujours m dérivations 
totales^ c'est-à-dire, des dérivations où a et « varient à la fois, ainsi que 
leurs dérivées. 

D'«> ''. cp(a, ftj) , avec une virgule entre les indices de d , désigne des dériva- 
tions partielles f savoir m dérivations où a seul et ses dérivées varient, oc 
demeurant constant , et de plus n dérivations où oc seul varie avec ses dérivées. 

D^»". (p(^,ctf), ou simplement D'«. (p(a, «), indique n dérivations partielles, 
la seule lettre oc , qui dans (p{a ^oc) est après la virgule , variant ainsi que ses 
dérivées. 

D"» > <'. (p ( a , (^) , ou D"» » . (p ( a , a) , indique m dérivations par rapport à a seul 

et à ses dérivées. 

Z 
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D*»» '*(p(^ï,aj)j ôans point après le d, marque, comme n.* ii ,.que Da = i 

et D û5 = 1 ; ainsi cette expression dénote la même chose que — ; — —^ — ^. 

Quant aux dérivées divisées, nous dénoterons par p^' ". (p(^, «) lexpression 

113—2 — i- , et par p^» *»> «.(p (a. a, c^ji expression -T-I-J — ^ "^^ . 

1.2. 3...7?^X 1.2.3...72' ^ ^ ^v ' ' / r 1.Q../X i.^.,mX i.2..^z 

On voit^ sans que jen avertisse, que p'"'. P''*. (p(/^, eu) est la même chose 

que ç'"» ^. <p(^, cu),et qu'on peut se servir également des deux expressions : nous 

préférons la dernière, comme plus simple. Pareillement, p^».p>'»'.pM«.(p(a,^, a) 

est la même chose que p^»'^» ''.(^(a,^, a) ; les virgules aux indices servant 

toujours à distinguer les dérivées partielles tant les unes des autres que des 

dérivées totales. 

Problème. 

112. Soit proposée une fonction quelconque de deux polynômes, savoir 
(p{a -h- bX'-\-cx2 H- ^a:3 + etc. , oc^ Cx -i- yx^ + Sx^ H- etc.) ; -..(i) 

on demande à la développer en une série de la forme 
^ + ^o; + Cx^ -^ Dx^ -h etc. 

et à calculer immédiatement un terme quelconque du développement. 



C est là le cas général que nous avons promis de traiter , n.<* 85 , et qui ne 
nous paroit pas lavoir été jusqu'à présent. 

Si Ion n'a que la fonction (p(a H- bx ■+- cx^ -^dx^ -+- etc. ^ oc) ovl oc est 
constant. Son développement, par ce qui a été dit dans Farticle premier, peut 
être indiqué de cette manière , 

(p{a^ 05) H-p^'.Cp(^, a), a? -4- p^».(p(^, «: ). or^ ^ p3, . Ç)(^ , oj). 0:3-4- etc. , ...(2) 
où les indices de d sont suivis dune virgule pour marquer que dans (p{a^oc) 
c'est a seul placé avant la virgule qui varie , ce demeurant constant. 

Maintenant, si Ton met ce -+• Cx -h yx- -i- Sx^ -+- etc. à la place de oc dans 
les quantités (p(a , of) , d' » . (p (^ , ûj) , -^^^ .(p{a^ oc)^ etc. , elles se développeront 
d'une manière pareille , savoir , a étant constant et oc variable , 
(P(a,a)en^(a,a)4-D'^^(^z,a). a:H-p>2.Ç>(^, a), a;^ H- p > 3. Ç (^, a). a;5 h- etc. , 
D^>. (P(a, oc) en»»». (p(a,05)4- p* ' '(p(^, a). ^ -H p^'^.^(ûî a), x^ -+- etc., 
p2'.(p(^,«) enp2>,(p(a,«)-hp2,i.(p(^,^).a: H- p^^a. ^(a, û^).x2 -f- etc., 
etc. 
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Donc , en mettant ces valeurs dans la formule (2) , et en ordonnant suivant les 
puissances de x^ on aura 

(p(a -I- èo: -H cx^ --f- dx^ -f- etc. ^ oc -+- €x -^ yx^ H- Sx^ -f- etc. ) == 
cp Ca^oc) -4- D' '. (p (a , a) 
4-D^.(p(^,a5) 



X 






X2 ^p,3,(p(^^^) 



X'^ 



etc. 



,..(3) 



Si Ton fait attention à la loi qui régne dans les termes , on en conclura 
facilement que le coefficient du terme quelconque de la série affecté de a:» 
pourra s'exprimer par cette formule 

P'^(p(^,t^) + p''''-'.Ç)(«,«) + p^^"-^-(p(^,a5) + p^'^'^.cpC^,^) H- etc. 

H- p'^-i. ».(p(a,a) + p«».(p(^,a). •—(4) 

11 3. L'analyse précédente ne donne quun commencement de développe- 
ment ; pour parvenir au développement complet et réduit , tâchons de séparer 
les quantités polynomiales de celles qui doivent demeurer affectées de la 
fonction (p. 

Faisons, à cet effet, dans la fonction proposée (1), n.*' 112, 

l?'\^cx-4-dx^'-{- etc. =p f et S -^ yx ■+ Soo^ -h etc. = :tj .... (5) 

la fonction proposée deviendra 

quil s agit de développer. Or je remarque que dans ce cas iq^\ (p{a^cc) devient 
p ' ^ cp (^ , a). 7r% n.^ 3 , que p'' . (p (« , et) devient p^ cp {a , a), p^ , et que p''» '. (p{a^ oc) 
devient p^'(p(a, a)./?'^7r^ : ainsi la formule (3) devient 

(p(a -f- px^ ce -h Ttoc) = 



(p(^,^)- 



D^'(P(^,a;)./^ 



X +p'^(p(^,a).7r2 
+ p^'(p(a,a5).;?7r 
H-p^'(P(^,«)./?^ 



^2 -t-p.5(p(a, a5).:t^ 

^-p^2(P(tf,«}.;?;T2 

-4-p2''(p(^/^)./?^7r 
+ p3»(p(ci,a5).;?^ 



x^ 



etc. ..(6) 



11 4. A présent, à cause des valeurs de /? et tt , on a généralement 
p^ 7=i{b -^ ex + dx'^ -+- etc. y , 7;' =^ {Q + yx •+• ^x'^ -^ etc. )S ainsi 
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Jf =1 1/ ^ r^.l/.X + Ç2.^r,^2 + pS.^r 0^3 «I- etc., 

Tj-* =z= g^ + D. ff',^ H- Ç2,f*^^2 ^ çS.g'^.^S -I- etc. , 

Mettant donc les valeurs de ;? , tt et celles des puissances et des produits 
de ces quantités dans la formule (6), ordonnant par rapport à a:, et mettant, 
pour abréger, A kXdi place de (p{^j ce); la formule (6) devient 

(fy{a-^ b X ^ c x^ -i- dx'^ ■+- etc. , C6-+- Cx -+- yx^ -hSx^ + etc.) = 






X +D»»-/^.D.f +P'^^.f^ 



p2,^,^2 



a:2 +D»i^.p2.g'-|-p,2^.D.f2^p,3^.g*3 



D^'^.D.Z^H-p^'^^.^f +D^y^.p2.^ + p^>'^.D.(^e') + p^2XZ'e'^ 






o;^ 



a;4 



etc. 



(7) 



-^D^^A.D^.C +p»2^.p2.Ê*2 ^«p,3^,D.g'3 H-p,4-/^.e*4 
^Dï,^.p5.^ -+- pi>ï^.p2.(^e*) -i-p^2^.D.(^,g'2j +p^3^. Jg>3 

+ p2,>^.p^.Z'2 +p2,I^.D. (^2g*) -f-p2,2^.^2g>2 

H-D3,>^.D.è3 H-p3,i^.^3^ 
-f-p4^. M 
La loi des termes est facile à saisir ; on en tire la proposition suivante. 

Théorème. 
11 5. Si Von a une fonction quelconque de deux polynômes , 

(p{a -\-' bx -+■ cx^ -H etc. , « + ê*a: H- yoc^ -H etc.) , 
le coefficient du terme quelconque affecté de a:'* dans le développement est, 
en mettant A au lieu de (p(a^ ce) y 

^n = P"-CP(^>«5) = .... (8) 

p, ». ^ -4-. Ç''"** • ^ + p^»"-^ -^ +- p3,n-3. A + etc. -f- p''"^'*. A + p»». ^ =: 

D,'y^p''-;C + P''' ^•^''■''•^' + P'^^-P'"^-^^ +p*4^. pM.e'4 -f-etc. H- p^^^.g»'^ 

hD^'^-P^V^ -Hp»>M.p«\^(Z'6*)+p''2^.pn-3(^g^2)+pi,3^.p«.4(^f3)^etC.^ 

+ P^^ -^. p'*-2. Z'2+p2,M.p/l-3(^,2g'^+p2,2j.p«-4(^2g>2) _|_etC.H-p2,«-2^.^2^^^ 

+ p^'^.p«-3.^3 +p^'M.pM(è3g»)__(«etC.-hp3,«-3^.^3g>«-3 
+ p4,^.pM. M +.etc. + p4>«-4^.Me'«-4 

+ etc. 
-^Y^A.b^y 
où 
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où D'*^, D^-^, D»^^, D^'^, D2»y4 , etc. soiit la même chose respectivement^ 

dA dA dM à^A d^A . , , k» i . -. -jj ^ 

que -j — , -i — • -^r-— , j — î— , -. — , etc. , et ou les b et S doivent être 60itsiderésr^ 

comme des premiers termes de polynômes. 

116. Si on considère la loi des termes de la formule (7), n.^ 114, on en 
voit découler la règle suivante , pour faire dériver un terme quelconque de 
la série, du terme précédent, c'est-à-dire, :g^+K(p{a^oc) de g'*, (p (^ , c«). 

RÈGLE. 

Le développement de ^^.(p(a^ oc) étant donné et disposé par colonnes "verti- 
cales; pou?' en déduire celui de p'* + '. (p {a , ^) , 1.^ dans chaque colonne faite^^ 
une noui^elle dérivation totale et divisée sur les quantités polynomiales, cçut-àr 
dire^ composées de b ,1^ et des lettres suivantes ; 2.^ dans la derniçre çqlorip<q^ 
prenez de plus dans chaque terme la dérivée divisée suivante de (f) {a, ^)^ 
par rapport à oc seulement y et en outre la dérivée divisée de (p {a, oc) par 
rapport à a , mais seulement dans le dernier terme de la dernière colonne, 
cest'à-dire y dans la plus haute dérivée de (p(^, oc) partielle par rapport à a^ 

117. Par cette règle, et en développant les quantités polynomiales parles 
numéros 3o et 99, on déduit les uns des autres les coëfficiens des termes de 
la série , tout développés et réduits , ainsi qu'il suit , 

A :=(p(a , oj) , Bzzzzjy^'^A.Ç 

-H jy'^A.c -f-p^'J.Z^e* 4-D^^.^-+-p*>^/4.(Z^y +cC) -f-p^^J.^f^ 

H- j>^^.a -4-p^'M.(Z^^+ cy + dC) '+'Ç''^A. {b Qg^y-hcg^^) ^- j^^.'^A.bQ^ 

-4-p^J^. {%bd + 02) +p2,M.(^2y^Q^^g»)-|-p2,2^,è2g'2 

4--p4>^.^^4, 
Aa 
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et ainsi de suite. Il est aisé de continuer aussi loin qu'on voudra. Nous nous 
sommes servis, pour développer les quantités polynomiales , du procédé delà 
première solution ' du problème du n.^ 97; on peut aussi y appliquer les 
pi'océdës de la seconde et de la troisième solution du même problème. 

1 18. Il seroit inutile d'expliquer la manière de calculer un terme quel- 
conque indépendamment des autres , soit en écrivant dans l'ordre inverse 
les colonnes de la formule générale du théorème précédent , soit en les 
laissant telles qu elles se trouvent ; on pourra appliquer aux développemens 
des quantités polynomiales les règles et les observations du §. III de Tart. I , 
et les solutions du problème du n.° 97. Après tout ce qui a été dit jusqu'ici, 
ces développemens n'ont plus de difficulté. Il faut observer que dans toutes 
les formules précédentes de cet article les ^ et S" doivent être considérés 
comme des premiers termes de polynômes, ce qui résulte des analyses des 
problèmes que nous avons résolus. 

Problème. 

119. Soit proposée une fonction quelconque de trois polynômes, 
(p{a + ix + cx^ + etc. , a + bx + cx^ + etc. , oc + (ix + yx^ + etc. ) ; 

on demande à la développer en une série de la forme 
^ -+- Bx 4- Cx2 + Dx^ + etc. 



Si l'on compare la solution que nous venons de donner , n.^ 114^ pour 
une fonction de deux polynômes , avec celle , n.^ 21 , pour une fonction d'un 
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seul polynôme , on en conclura facilement que les premiers termes du déve- 
loppement demandé seront tels qu'ils suivent , en mettant , pour plus de 
simplicité, A au lieu de (p(a, ^, a). 






X 






.2;2 H^D»>i^.Ça.^ 4-p'»2^.D./3-^ +P"^^-/3^ 



.x^ 



•4-Dl»»i4.p2.b ^-.p,2,^.D,^2 H~p, 2,1^,^2^ 

H-p^>M.D.(b/3) 4~p»M.^^3 
+p^^.4.D,(bZ^) -Hpi„2^.6^ 

^-p^-^.D.b^+p^^i^.bZ'/B -f-etc. 
-f-p2.''^.62/3 
+pï>M.b^2 

-l-p2,L^.b2^ 
H-p^-^.b3| 

De même que dans le développement de la fonction de deux polynômes 
les quantités polynomiales exprimées en /3 et ^ , n.^ ii4, suivent la loi des 
termes des puissances du binôme /3 -H ^ ; ici les quantités polynomiales 
placées dans les lignes verticales et exprimées en /3, b^ b , suivent la loi des 
termes des puissances du trinôme /3 -f- ^ + b , en supprimant les coëfficiens 
numériques de ces termes ; et les indices des d qui affectent A sont réglés sur 
les exposans de /3 , de ^ et de b. De là il s'ensuit que dans la fonction de 
quatre polynômes les quantités polynomiales suivent la loi des termes des 
puissances du quadrinome , et ainsi de suite. 

Il est facile de conclure de la loi qui règne dans les termes précédens la 
forme du terme général affecté de :c", ainsi que la régie de dérivation pour 
déduire le coefficient de chaque terme de celui du terme précédent. 

120. Si Ton avoit à développer une fonction quelconque de deux autres 
fonctions de polynômes, 

(p { F(a H- ^o; H- ca:2 ~f- etc. ) , £{c6 + /3^ H- y^^ + etc. )} , 
il suffiroit de faire dans le n.^ iiy, a =2 Fa^ b = d.F<^, c -=. p2. Fé^, etc. , 
^ = f(a5 , /3 = n.f(î^ , y = p2. f^, etc. , et de développer ces expressions par 
la règle du n.o 3o. Ce cas ne présente aucune nouvelle difficulté. 
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§ III. 

Applications et remarques. 

l^ous avons réservé pour ce paragraphe quelques observations que nous 
n avons pas cru devoir présenter plus tôt, pour ne pas interrompre Tordre des 
objets que nous venons de traiter. 

(I.) 

lî^i. Donnons d abord des procédés abrégés pour les équations dérivées. 
Si Ton a une équation entre plusieurs quantités ou fonctions de quantités 
indépendantes , mêlées ensemble d une manière quelconque , et qu'on demande 
à prendre de cette équation, soit Téquation dérivée qui suit immédiatement, 
soit Véquation dérivée d'un ordre quelconque , il faut , avant de faire les 
dérivations, avoir soin de tout ramener aux lettres initiales, ce qui introduira 
des coëfficiens numériques nécessaires pour l'exactitude du résultat. En faisant 
usage de cette observation , on peut déduire sur-le-champ d une équation en 
termes récurrens celle d'où l'on tire le coefficient d'un terme quelconque 
du développement ; on abrégera ainsi et on étendra en même temps la manière 
de trouver les termes de la série du développement en termes récurrens , 
manière dont nous avons donné des applications dans les n.®^ i3 , i.5 , 17,18. 
Eclaircissons la chose par des exemples. 

Prenons le cas du n.° 18, où l'on a eu, pour trouver le second terme de 
la série , l'équation ^^ ^ . 

supposons qu'on demande en termes récurrens le coefficient du 5.® terme 
de la série , affecté de :r4. Il faudra prendre la dérivée troisième de cette 
équation, ou développer les deux membres de 

Mais ici on ne peut pas considéi^r B et Q comme des premiers termes de 
polynômes ; il faut donc tout ramener aux lettres initiales ce ^t A y ce qu'on 
obtient en donnant à l'équation précédente cette forme 

Développant à présent par le théorème du n.^Sy, on trouve, à cause que 

ç3, D. ^ = 4 ç4,^ , ça. n. ii =2r 3 p3, A , D.D. A = a'^^.A, et ainsi des autres , 

pf. 4p4.^ -4- Dce. 3p3. J + p2. ^. Qp2.^ .4-. p5.^.D. J = 

où 
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OÙ Von voit qu'on introduit ainsi les coëfficiens numériques 2,3,4, néces- 
saires pour l'exactitude du résultat. Si on met à présent au lieu des dérivées 
indiquées leurs valeurs, on a , en transposant , 

^ccE = {m — 3)QD -H (Qm- — Q)yC -f- (Sttz— i)^J5 ■+- ^msA, 
de même que n.° 18. 

122. On peut abréger le calcul par le procédé suivant. Si dans Féquation 
proposée il n'entre que des ^, b^Ç avec des ^ , /ï, ac ; on mettra 1 devant 
chaque B ^b^C\ ensuite , pour prendre une dérivée quelconque de l'équation, 
on fera les dérivations à l'ordinaire ; mais toutes les fois qu on changera une 
lettre provenant des 1 ^ , \b ^ 1 g*, en celle qui suit immédiatement , on 
changera aussi son coefficient en l'augmentant de l'unité ; et s'il faut changer 
une de ces lettres dans la 2^, 3^, etc. de celles qui la suivent, on augmentera 
son coefficient de 2 , de 3 , etc. unités respectivement. 

Soit pris l'exemple du n."^ 106, où l'on a eu -^ = a^ oc'^\ on en tire 
B =^ — a^. soc'^'^ C -+- ra^'^ b. cc'^ , et en multipliant par a oc et mettant A au lieu 
de a''cc~% on a l'équation 

accB ~f- {saS — rboc)A = o , 
laquelle donne le coefficient de x dans le développement n.° 106. Si l'on veut 
en déduire l'équation qui donne le coefficient de x^ , on écrira 

aoc. i B -4- (sa. iC — r. 1 bec) ^ = o ; 
en prenant la dérivée seconde de chaque terme considéré comme origine 
particulière de dérivation , on trouve sur-le-champ , par le procédé que nous 
venons d'indiquer et par le n.^ 87 , 
aoc.3D-^,-{aC-^bcc) 2C ^{ay -^* bS-{- ccc)iB ) 

^isaiC-ribc,)C^\'^'''y^^'^\\B ^^^^ 

^ ^^ ^l—r(ibe-\-'<2Ccc)) ^(—riiby-hacC-^Sdcc)) ) 

123. Si , outre les ^ , ^, <^ et B ^ ^, ê*, il entre des C, c, y dans l'équa- 
tion dont il faut prendre la dérivée d'un ordre quelconque , on mettra 1 devant 
les B ^ b y S*, et le produit des deux facteurs j. 2 devant chaque C, c, y, en 
conservant cependant l'égalité entre les membres de l'équation ; puis , pour 
prendre la dérivée de l'ordre n de l'équation , on appliquera à chaque terme 
les règles du§. I.^^ , article II , en considérant chaque terme comme une origine 
particulière de dérivation , et toutes les fois qu'on changera une lettre dans 

Bb 
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une des suivantes, on augmentera chaque facteur numérique qui affecte la 
lettre d un nombre d unités égal à l'indice de la dérivation que Ton effectue sur 
la lettre , ou , ce qui est la même chose , du nombre qui marque la distance 
entre la lettre et celle en laquelle on la change. 

S'il entroit aussi des D , d^ ^ dans lequation proposée , on mettroit devant 
chaque D^ d ^ j le produit i. 2.. 3 ^ et devant chaque iS , e , g le produit 
1. i. 3. 4 , et ainsi des autres. 

Prenons pour exemple l'équation du n.® 17; on l'écrira ainsi 
1C.1.2C — i.Q.y.iB -j- (ië*)3.^=:o: 
pour en prendre la dérivée troisième , on aura sur-le-champ , par le procédé 
que nous venons d'indiquer, 

'-^i.ay.^E — 2.3l3D — 3.4g.QC —4.5^.1^ f9/,n^, ^s s 

équation qui donne la valeur de F en termes récurrens. 

La démonstration se tire de ce que , l'équation proposée étant mise sous 

la forme d.aj.d^.^ — d^.^.d.^ + {ly.ccf.A = o, 

pour en prendre la dérivée troisième divisée , il faut développer séparément 

mais p5. D2. ^ =z= 4. 5 p5. ^ ^ D. D. ^ = Q Ç2. ^ ^ p2. d2. ^ :::=: 3. ^ p4, ^ ^ ^tC. 

Nos règles et nos notations sont très-utiles dans la méthode des coëfficiens 
indéterminés , où elles servent soit à abréger les calculs , soit à donner des 
expressions générales 5 et l'on sait que la méthode des coëfficiens indéterminés 
est un des moyens les plus étendus et les plus féconds de l'analyse, 

(IL) 

124- L^s formules que nous avons trouvées n.*'^ 93 et 94 , offrent des moyens 
de soumettre au calcul les combinaisons ordinaires, et de parvenir ainsi faci- 
lement à plusieurs théorèmes généraux, dont nous ne donnerons que les 
suivans, qui sont déjà connus d'ailleurs et que nous ne mettons ici que 
par forme d'exemples de notre manière de procéder.. 
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Puisque, Ba, jya% etc. lya"^" étant = i , on a , n.^ gS, 

et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive au terme 

en substituant ces valeurs les unes dans les autres , on trouve 

.^pm-4-r(^^i^n_. ^M-v^^M-ir _|_ etc. -^ au^ a'\ . . a'^'Ka* , 

Si Ton désigne généralement par [miaj la somme de tous les produits qu^on 
peut former avec m lettres différentes dont a est la première , en les prenant 
r kr\ la formule précédente peut être traduite dans la suivante , (n.^ gS) 

[m- 1 iay.a'«-'-H[m-Qiay.a^-^^ -H [tti- 3 l^]^a'«■"^ H- [/7z-4iay. a'^-'v ^etc. 

ce qui donne cette règle, ce Pour déduire de la somme des produits de m 
» quantités différentes prises r à r, la somme de ces mêmes quantités prises 
„ r -4- 1 à r -H 1 ; multipliez par la dernière a"^'^ tous les produits r k r où 
» ^^-' n'entre pas, ensuite par a^-" tous les produits r k r oix n'entre ni 
y> a^'^ ni ^^~", ensuite par û^^~"^ tous les produits qui ne contiennent ni 
5) a'^-' ni à^'^^ ni ^^■"', et ainsi de suite jusqu'à ce que vou$. arriviez au 
)) produit aa^a}^... a^'^ ^ que vous multiplierez par a^.n 

Au moyen de cette règle , en partant de la somme de m quantités , 
^ -h a' -H ^" +■ ^"^ -4- etc. H- a'^-', 
on formera successivement tous les produits de ces quantités prises deux à 
deux , trois à trois , quatre à quatre , etc. 

De cette règle on peut aussi conclure l'inverse. « Pour déduire des produits 
>5 de m quantités prises r -4- i à r ~h i tous les produits de ces mêmes quantités 
» prises rkr; divisez par la dernière a"^'^ tous les produits r ^- 1 à r-4- 1 où 
» a"^"^ entre ; ensuite divisez par a^ ' " tous les produits r -+- 1 à r H- 1 où 
» entre a"^ ' " avec à^"', ensuite divisez par /z^-'" tous les produits r ■+• 1 à r-i- 1 
w où entre a"*' "S mais où entrent aussi toutes les lettres suivantes a"* " " , a'' •' , et 
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» ainsi de suite jusqu'à ce que vous ayez divisé par a"^^^^^ le produit 



i^jw - K X»^* "'I yTpM ~ I 



125. Partageons le produit de m quantités aa^a'\ ,.0."^' en ces deux 
facteurs aa'a}\,.a^\ et a^^z^ + '. . . a^'S /7 étant < m\ et prenons là dérivée 
p'"-'' du produit par le théorème du n.° 78; nous aurons 

^^'^ (aa^a^^ . , . a"^'^) = 

^-^Ç2(^^I...^P-ï).Çm-2-r(^P^p4-I...^M.l)^etC.^-p'«-^(^^^..«'"0•(^'^'■^'^ 

formule qui se traduit en celle-ci (n.^ 93), 

[771 \aY = 
[p\a]P. {m-pxa^'Y-V -4- [/?l^]^- ^[m-yf7i^^y-/'"^-i -H[yt;|/z]P-^ [//Z'/^ra^^y-P-t-^^etc. 

Cette formule a lieu si r est plus grand que p et en même temps plus 
grand que m ^p\ mais si l'on a au contraire /? ]> ^ et ?7i — p '^ r^ alors , 
puisque [/7i^p = 1 et [ttz — yt?i^^]o = 1, et qu'il faut rejeter les expressions 
où l'indice seroit négatif , la formule précédente devient 

[77t\aY = 
[p\aY. i-i-[p\aY-'^.[m^p\a^y-i-[p\ay—^.[m^p\a^]^-^[p\aY—^.[7n'^p\a^f 

H- etc. '-h[p\^Y.[m^p\a^Y-'^ H- i.[m.— y^ia^J^ 
comme il est aisé de le voir ^ en supposant par exemple dans la formule pré- 
cédente ^ = 7' -f- a. 

Outre le théorème (^) que renferment les deux dernières formules , on 
peut tirer de ces principes différentes autres conséquences, en partageant, 
par exemple ^ aa^a^^ . . . a"^'^ en trois ou quatre facteurs , etc. 

(in.) 

126. Donnons à présent une expression de terme général qui mérite d'être 
remarquée à cause de sa forme. 

Si l'on a le produit 

<P(«4-C*^ -hy.rs-h J^r^H-etc.) X (a + bx-h- cx^ -h dx'^ -^etc.) 

(*) On peut aussi parvenir k ce théorème en considérant une équation du degré m, comme résultant du 
produit de deux équations, l'une du degré p, l'autre du degré m — p^ et en comparant le» termes. 

a 
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à convertir en une série qui procède suivant les puissances de a:, on aura 
(n.*^ loo) pour le coefficient de cc!^ 

actuellement, on peut transformer les quantités ^'^"^(S*^^), P"'^. (5*^^), 
p'^-^. (5*5^), etc. , de manière quelles soient toutes exprimées en ^ et a et 
que les dérivations indiquées par d soient toutes du même ordre n. 

A cet effet, supposons, dans la formule précédente, (^oc successivement 
égale à ^, ^5^ , a^^ ^4 , etc. , en observant que p^cv , p^«^, ^^0^ , etc. = o , 
elle nous donnera 

1.° p«.(aj^) = «p^^ H- Dflf. p'^-'-Cê^^ï), 
d'où il vient , à cause de d a = 1 , 
p'^-'-Cff^) = p^(aj^) — ap'*.^- 

2.^ La formule donne en second lieu 
p«.(c^2^) =: Q:2p«.^ ^- Qojp^-'.Cë*^) H- i.p«-2.(g»2^). 
mettant pour p«-^(ë'^) sa valeur ci-dessus et transposant, on a 
p'»-^. (6^2^) = p^(a2^) — Qap^Coj^) H- ^2p«.^. 

3.° La formule donne, en faisant (poc'==-o^^ 

doù Ion tire, en mettant pour p'*"^(6'^) et p''"^. (ff^a) leurs valeurs précé- 
dentes , 

4." En continuant ainsi, on trouvera 
p«-4.(C4^) = p«.(a54/z)— 4a5p^(a55«)-f-6a5^p^(a^2^)_4a3g>l.(^^)^^^4p «.^^ 
et en général 

H- etc. dr ^''p'^.a. 
Si dans cette dernière formule on suppose r =:n^ elle donne 
Çria z=z^\icc''a)—'ncc^^.{cc'''^a)-^ ^L!ili ^2ç«. (^«-2^) — etc. ±: cc''^''^a. 

127. Si présentement on substitue ces valeurs de p'»-^ (g*^), p«-^(g*2^)^ 
etc. dans l'expression (1) ci-dessus ^ on aura lexpression suivante , 

Ce 
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An = p».((p«.^) = 
(par. p«.^ 

4- p5(p«. Ip^Caj^^) — Scc'^^icc^a) + 3 ce'' ^''. {ce a) — cc^^^.a] 

H- p4(p«. {p^(«^tf) — 4«p*-(ctf^^) + 6a:2p«.(«;2a) — 4«5p«.(a5^) + oc^lû^a} 

4- etc. 

-H p'cpt:»- (p''- («'«) — /-^p". (a''- '^) -+- ^^^^^t«2p2. («^-^^) — etc. ±: a,p«. ^ } 

•+- etc 

•+■ P" ^^- {p«. (cô^a) '^nocç''. {cc'"'a) 4- ^^1^ cc^ p«- (««- ^^ï) — etc. ±: x"" p'*. «} ; 
où toutes les dérivations indiquées sont du même ordre n. 
Si Ton avoit à développer 

(p(^ ^ Çx -+- yx^ + etc.) X \K^ -h bœ -+- cx^ -H etc.), 
il suffiroit de mettre \jy^ au lieu de a dans la formule précédente. 

128. En faisant ^ = 1 et Z», c, ^, etc. = o, la fonction à développer 

deviendroit . « n 2 v 

(p(oc -h Sx ^ yx^ -f- ôx^ -H etc.) , 

ce qui est le cas traité dans larticle I.®^ Faisant donc a = i dans l'expres- 
sion précédente n.^ 127, on trouve pour le coefficient de x^, 

D(P^. p". ûf c T 

■+- P^^«5-{P"-»^ — 2^p^a| 

4- p4<pflj. {p^^^ _ 4ûfp^tv5 4- 6«2p«,^2 _ icù^^n.cc] 

4- etc 

4- p''<p«.{p^a5" — »«p^a«-» 4 ^ a^p^n?'*-* — etc. ±: ncc'''^^''^cc}; 

où Ton a généralement pour la quantité poJynomiale p"'^ê*'^ Fexpression 

ç^a"-. r^p^ct''-^ 4- ^'^" gy^p^Qg^-^— ^'^'" '^g^ ag^p^»Q?^-^4"etc.±:ra;"-«p".gg. 

En joignant à la formule que nous venons de trouver celle du n.^ 20 , 
et en formant celle qui est indiquée à la fin du n.^ 77, on aura trois formules 
différentes pour développer p '*.(?« par dérivation. 
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ARTICLE TROISIÈME. 

Dèveloppemens des fonctions dun ou de plusieurs polynômes ordonnés 
par rapport aux puissances et aux produits de deux ou de plusieurs 
lettres différentes^ en séries ordonnées de la même manière. 

1 29. Nous nommerons , pour abréger , polynômes doubles , ceux qui sont 
ordonnés suivant les puissances et les produits de deux lettres 00 et y ^ 
tels que 

a 



bx 


-H cx^ 


-f- dx^ 


-h- etc. 


Vy 


H- c-xy 


H- d^xy 


H- etc. 




-f- c'y^- 


H- d^^xy^ 


H- etc. 






dy^^ 


-h etc. 
+ etc. ; 



nous nommerons polynômes triples ceux qui sont ordonnés par rapport aux 

puissances et aux produits de trois lettres Xj y^ z. Nous appellerons aussi 

séries doubles^ triples, les séries qui résultent du développement des fonctions 

de polynômes doubles , triples , et en général toutes les séries qui sont 

ordonnées suivant les puissances et les produits de deux ou de trois lettres 

différentes. 

T er 



Des Jonctions d'un seul polynôme double ou triple. 

i3o. Comme nous avons à faire varier les quantités de deux manières , 
par rapport aux x , et par rapport aux y , nous emploirons le signe d sans 
accent pour marquer les dérivations qui se rapportent aux ^, et le signe d', 
avec laccent, pour marquer celles qui se rapportent auxj^. Dans les déri- 
vations indiquées par d , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , 
on lui laissera laccent ou le nombre d accens qu elle avoit ; ainsi on changera 
b en c^ y en d\ c" en d^\ etc. Dans les dérivations indiquées par d' , au 
contraire , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , il faut aussi 
augmenter de l'unité le nombre de ses accens ; ainsi a se changera en b^ , 
V en d^ , d^ en ^"' , etc. 
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Lorsque deux signes d d' se suivent , le dernier à gauche affecte toujours 
tout ce qui vient après lui : ainsi, dans p"*. p^". (pa , ç»» affecte toute la quantité 
ib^''.(pa. On voit par là que d. p'^. ^ = id.t^^.I?' = d.c'^ = d^' ^ et quen 
général le coefficient de x'y^ dans le polynôme sera désigné par p'".p'^^. Donc 

ïy.a = l?y -g^.a^zzc^ :g^.a = d ^ p4. ^ = e , etc. 

v!.a-=ib\ iy.jyKa-=c\ b^.d^. a z=d' ^ i^^.n^. a = e^ ^ etc. 

p^2, ^ --- ^// ^ p pf2, ^—-^n^ p2. p'2. ^—-^11^ ^tC. 

ç^^.a=:d'^\ D. p'3.^ = e^'', etc. 
p^4. a:=.é^^ etc. 

Mais, si on regarde b et ^' comme les premiers termes des polynômes doubles 
suivans 

h -^ ex -\- dx^ 4- ex^ + etc. V 
H~ dy -+- ^^a:j^ -f- e'x^j^ H- etc. 
^'^2 ^ e'^:rj2 ^ etc. 

4- e^'y^ + etc. 
4- etc. , 
on aura 

D. ^ = c , -D^.b z=z d ^ •g'^.b= e ^ etc. D. è' = c' , p^. ^' = ^' , p5,i' = a^, etc. 
D^^ = c^ iy.jy\b=d\ p2.D^^=a^ D^è'=c% D,jy\y = d\ ^KjyKV:=ze\ 

p'3.Zi =a'% p'3,^' =a^^. 

Nous faisons cette observation principalement pour que , quand les d et d' 
affectent d^s lettres simples , on ne soit pas embarrassé par les coëfficiens 
numériques indiqués par les c qui se mettent au-dessous des caractéristiques 
D et D^ 

Quand il faut désigner d'une manière générale les coëfficiens des produits 
des puissances de ^ et de j^ , nous employons des lettres ou des nombres 
inférieurs : ainsi , pour désigner le coefficient de x^y^ dans le polynôme du 
numéro précédent, nous écrivons am,n\ l'indice inférieur nt/n indique la 
(ttï + ^zy^«^« lettre après a dans l'ordre alphabétique, et comme l'indice n est 
précédé de la virgule , il marque que cette lettre est en outre affectée de n 
accens. De cette manière, p^.p'^.a = ^3^2 =/^' ? P^' p'^* ^ = ^2,3 =/''^; 

p4.p'5.^ 



dx -H 


d'x'^ -+- 


éx^ 


-f- etc. 


c'y-f- 


d"scj 4- 


e"xy 


H- etc. 


+ 


d"'y -t- 


e"'.r/2 


+ etc. 




-»- 


e">3 


-+- etc. 
4- etc. ; 
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p4.p'5.^r =: ^^^3 =: i"'; Atn,n=^ p««.ç'«.^, ctc. Nous employoûs les acoens 
pour nous conformer à lusage reçu. 

Problème. 
i3i. Développer une fonction quelconque de polynôme double, 

4- ôo? 4- cx^ -+- dx^ 4- ex^ + etc. 
H- è'/ -h c'^/ -f- d^x^Y + <5'^5^ -f- etc. 

-H c"/^ ^ £3Î''a^j2 ^ e''a;2j2 4^ etc. f . . 

^^ -H^^''^3^^m^^3^etc. ^' 

-f-e'^j4-f*etc. 
H- etc. 
en une série de la forme 

A 4- iSo; + Cx^ 4- DosS 4- £x4 + eta 
+ B^y 4- Oxy + D^ x'^y -H £'a;3j + etc. 
-[. (7/^2 ^ D^^xy^ H- £"x2j2 4- etc. 
^ £)'nj3 + fi^'^o^K^ + etc 
E^y^ + etc. 
+ etc. , 
et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment' des autres* 



(^) 



La solution de ce problème fait lobjet principal de ce paragraphe ; nous 
allons y procéder par degrés, et recueillir les théorèmes qui s'offriront sur 
notre route. 

(I.) 

i32. Cherchons d'abord à exprimer en signes de dérivation les coëfficiens 
de la série ( 2 ) , sans les développer. 

Supposons qu'on ait simplement la fonction 

(p(^ -f-^^y + c'y^ ^ d^^yz ^ etc.) ] (3) 

elle donnera, par l'article premier et le n.^ i3o, pour la série résultante de 
son développement, 

(pa 4- D^(pa.J H- p'2.(p^.j^2 ^ ç'3.(p^.^3 ^ etc. •••.(4) 

Actuellement , si l'on change a en a ^ bx -{- cx^ -f- dx^ 4- etc. , b^ en 

y 4- dx 4- d^x^ 4- etc. , c" en c" 4- d^x -+- etc. , d'^' en ^'" 4- cf^^oo 4- etc. , etc. ; 

Dd 



■(m. 



•D. 


. (pa. 


,x 


^r 


,<pa. 


,X2 


-f-p3, 


.(pu:, 


.x^ 


d'. 


.(pa. 


y 


-f-D.D'. 


.Ça. 


.XX 


H-P^.d'. 


(pa. 


x^y 








+p^ 


(pa. 


y2 


H-D.Ç^ 


(pa. 


xy^ 
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la fonction (3) devient la fonction proposée (i), et ^a^ d'. (p^, ^'^.^a^ etc» 

dans la série (4) se changent, savoir , 

(pa en (p^z + d. ^a. x + ^2, (p^. x^ H- p^. (p^. x'^ -+- etc. , 

d'. (pa en d'. (pa H- d. d' . (pa. a; -H ç^, d'. q^a. x^ + p5. d'. (pa. x^ + etc. , 

P^2. 0a en p^2. (p^ ^ D, p^2. (p^. a; «1^ p2. p'2. (p^. ;c2 ^ ç3. p'2. (p^r. ^^ -j- etC , 

etc. ; les d sans accent s'étendant à tout ce qui suit jusqu'au point après la 
lettre a. 

Mettant ces expressions dans la série (4), la fonction proposée (1) devient, 
en ordonnant suivant les puissances et les produits de œ et de jr , 
cpa •+• D. ^a. X +• p*. (pa. x2 -f- p3. (pa. x^ -4- p^. (pa. x^ H- etc. 

■f- p3. d'. (pa. x^y + etc. 

.p2.p^(pa.x2j2^.etc. 

+ p'^. (pa.y'^ + D. p'5. (pa. xy^ + etc. 

+ p'4. (pa. y4 4-etc. 

H- etc. 

d'où l'on conclud que le coefficient du terme quelconque affecté de x^y^ dans 

la série (q) sera exprimé par p'". Ty^.(ba =z= . 

i33. On pourroit aussi supposer d'abord que la fonction proposée soit 

simplement 

(P(a + ^or 4- cx'^ H- dx^ + etc.), 

et, en changeant ensuite a en a H- ^')^ H- c'^j^ _|- Yi"'j;5 -4- etc. ^ b en i^-^c^ 
^ d^^y2 ^ etc. , c en c 4- rf'j; -H e^^y^ + etc. , rf en ^ + a'^ H- etc. , etc. , en 
raisonnant et procédant d'une manière semblable à ce que nous venons de 
faire, il est visible qu'on trou ver oit , pour la série résultante de la fonction 
proposée ( 1 ) , 

(pa+D. (pa. x + p2. (pa. x^ H- p3. (pa. x^ + d4. ^a. x'^ + etc. 

+ D'.(pa.j^ 4- i>'.D.(pâf.a:^ H-D'.p^.^a.op^j; -+- D'.p3.(pa. a:^)/ H- etc. 

+ p^2.^^.j,2 4-n'2.D.^û:,;rj;2 4- p'2.p2(p^.^2^2 ^ etc. 

-+-p'5. (pûr.;/5 -^ p'3.D.(pa. a:}f5 -+- etc. 

-+- p'4.(pa.3;4 +etc. 

-+- etc. , 

et en général le coefficient de x^y^ seroit p'". p''*. (p^- 
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Puisque les deux séries (5) et (6) doivent être égales entre elles pour 
toutes les valeurs possibles de a: et de y j il s ensuit que les coëfEciens des 
mêmes puissances et produits de a: et j^ doivent séparément être égaux entre 
eux dans les deux séries, et qu'ainsi on a généralement p'".p'\(paz==ç^",p'".<p^z; 
doù Ton conclud qu'on aura toujours le même résultat final, quel que soit 
l'ordre dans lequel on fasse sur (pa les dérivations indiquées par d et par d'. 

134. Actuellement, pour développer les coëfficîens de la série (5), on 
pourroit effectuer les dérivations indiquées par d' et d au moyen de la 
méthode non simplifiée du §. I.^'^ de l'article premier , et en suivant l'esprit 
des règles ordinaires du calcul différentiel; on trouveroit ainsi 
D. (pa = j)(pa. D.a, 
d'. (pa = D (pa. d'. a , 

p2,(p^ ::=::: j^u.(v.(pa) = D(pâr. Ç2. ^ ^ "Q^ (pa. {jy. aY ^ 
T>.T)!,(pa = 'D.{iJ.(pa) •= DCpû.D.D'.a -h D^cpa.D. a.D'.a , 
ç^^.(pa =^d'. (d'. (pa) = ji(pa.y'^.a + -g^ (p a. (j>^ . ay , 

i^^.(pa = jD.(p2.(pû:) :z=: D^pa.p^.a H- r)^(pa.jv.a.i^^.a + ^^(pa.jD.a.'D^.a 

-f- pS^p^r. (d. a)3 , et en réduisant , 
= Dcpa.p^.ûj ^ p2(p^, 2D. a. p2. a ^f- p5(pa, (d.«)5, 

p2.D^(pa = ^D.(d,D^(Pû) = D(pâf. p2. D^a + p2<pa.D.ûf.D. d'. a 

+ D2(pa.(7D.a.D. D^a^- p2.a.D^û:) -h -^B^ (pa. (v.a^D^ .a j et en réduisant, 
= iy(pa, p2.D'. a + p^cp^z. (qd. a. d. d'. âj -H Qp2. (2. D^û) + P^^^* 3(D.r/)2D'.a, 

D. p'2. ^^ ::::- ^^ (p^2, ^p^) = D (p û. D. p'^. ^ -f- D^ ^ûf. D. G. p^2. a + p2 (pu. Q D^ a. D. d'. û 

•+• 3p3(pa.D.«. (d'. a)2, et en réduisant, 

= 1) (pa. D. p^^. ^ H- p2 (pa. ( Q D. cz, p'2. ^ ^ Q D^, ^. D. D^. a) + p5(p^. 3 D. a. (d'.o)^ 

p'3.<pa = fD'.(p'2.(pâ:) = i>(pa.^'U + d2(Pû.-j-d'. a. p'2.a'+ p2(pa.f d'. a.D'^.a 

+ ^^(pa. (D'.a)5^ et en réduisant , 
= D(p(7.p'3.a 4- p2(pa. QD'.a.p'^.a -f- p^(pa.(D^a)2, 
et ainsi de suite. Si l'on mettoit à la place des a affectés de signes de déri- 
vation les lettres respectives qu'ils désignent (n.° i3o) , on auroit les premiers 
termes de la série tout développés. Voyez plus bas, n.° 167. 

Mais cette manière de faire les développemens des coëEQciens de la série 
a l'inconvénient d'exiger des réductions , parce qu'elle fait trouver plusieurs 
fois des termes composés des mêmes lettres ; elle ne donneroit d'ailleurs 
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que par un calcul fort long le développement d'un coefficient quelconque 
indépendamment des précédens : aussi l'abandonnerons -nous. Nous allons 
donner deux méthodes qui feront trouver sur-le-champ , et tout réduits , les 
développemens des coëfïiciens de la série , soit en déduisant chaque coefficient 
du précédent , soit en le calculant isolément. 

(IL) 
Première solution du problème précédent. 

i35. Pour parvenir à trouver sur-le-champ le développement réduit du 
coefficient d'un terme quelconque de la série indépendamment des autres , 
ainsi que pour déduire ces coëfficiens les uns des autres d'une manière simple ; 
donnons un premier développement en bel V à l'expression générale p'".p"'.<pa, 
afin de séparer par là les quantités polynomiales de celles qui demeurent 
affectées du signe de fonction (p. 

A cet effet , je commence par développer ç''*. (pa par le théorème du n.° qo , 
en faisant attention que d'. a = b\ et j'ai 

P^'^-^«= ' (7) 

D(pa.Ç'«-^^' H- gî>(p(Z.p'«-2.^^2 + p3^^.p^/i-3. ^'3 4- etc. 4- ç''-^(pû'.D^^'«-I 

Maintenant, pour avoir p^'.p'^.^pû, je prends la dérivée p*» de chaque 
terme de la formule précédente , ce qui donne 

p- p'«.(pa = ....(8) 

p'".(D(pa.p^«-^è') ^ p«.(p2(pâr.p'«-2.^'2) + p^(p3(pû.p'«-3,^^3) ^ etc. 

4-p'«.(p«-«(Pû.p'2.^,'«-2)4-pm (p«-içj^.i)^^^«-i)^p'«,(p«^^^^^«). 

dans cette formule p*" affecte toutes les quantités , a aussi bien que b\ et a 
aura b pour dérivée relative aux d sans accent. 

On développera en b chaque terme de la formule précédente , au moyen 
du théorème qu'offre la formule générale du n.^ loo , et l'on aura 

p-p'«.(pa== ....(9) 

x>(pa. ç». p'«- >. ^' -h D D (pa. p"*- ^ (^p'" - ^ y) -h p^D (pa, p'»-^ (^2p^«- 1. y^ -+- etc. 

-+- p*" D (p a. ^'^ p'« - 1. è' 
-H^2^a.ç«.p'«-^i'2 4-r)p2(pû. p*»-'. (^p'«-2, b^2^^^2^2(pa. p'»-^. {b^^^^-^V'^) -f- etc. 

H- p'" p2 (pa. b"^ p^« - ^ b^2 
4"P^(pa. 
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:+.y^a. p« p'«-5.Z^'34-Dp3^^,p«ï.i. (^»p^/ï-5,^'3) ^ p2p3^^.p«-2. (^2p/«.3. ^,'3) + etc. 

+ p'«p3(p^.^'«p^«-3.è^3 

+• etc 

4- Ç«-^^^.p«. P^2. ^^/I-2 >|_ etc. H- p'«-2p«-^(P^. p2.(^in.2.p'2,^'«-2) 

■+- p«-i(P^. p«. d'. ^^''-1 -+- etc. + p"»-2p«-i(pa.ç2.(^w-2i>'.^u-i) 

•Hp«(p^z.p'». ^'« + etc. -H D'»-2p''(pa.p2.(Z^'»-aè^«) + p'«-ip«(pâJ.D.(^»'-i^'«) 

On ordonnera cette formule par rapport aux indices des d sans point qui 
affectent (pa^ en mettant ensemble tous les termes où les indices de ces d 
font la même somme , et Ton aura la proposition suivante. 
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i36. Le coefficient du terme quelconque affecté de x^y^ dans le dévelop- 
pement d une fonction quelconque de polynôme double peut s exprimer par 

la formule suivante , 

p'^.p^^.^p^ = (xo) 

■+-p2D(P^.p'»-^.(>5'2p^«-l.^') 4-p2p2^^.p»7-2.(^2pU-2^^^2) 

-+-:D^D(pa. p'»-3.(^3p^/2-i.^^) 

4^Dp4(p^. p"*- ^ (l5^pM.è^4) -f- pw.3p«-l ^^. p3. (é^'^jyf^^fn^i'^ 

-4-p2p5(p^..p'"-2.(^2p^/l-3.^'3) -I-. etc •+ etc. +p'«-2p«-2^^.p2.(3w.2^p^2.^^«-2j 

H- p5p^(p^. p'"-5.(^»3p'«-^ Z'^^) ^ pw-1 p« . 3^^. i).(^w-i p^3. ^^/z- 3) 

4- d4 D(p^. p'""4. (Mp^''-^ è') ^ p'" p« - 4(p^. b^ p'4. ^'/ï - 4 

+ pm-3p«(p^.p5. (Z^'«-3^"») +p"ï-2p/2^^. p2.C^«2-2^^«) -f-p'"-*p''(P^.D.(Z''»-ïZ^''»)+p«p«(pa.^«^^/t 

^Dm-ix)n-2^^.D.^^m.ip'2.^'«-2^ 4-.p'«p'»-^(pa. ^'"p^^, ^'/2-a 
* c c ^ c 

£ e 
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Corollaire, 



'(pa 



i.Q.3....{r+s)^ 



iSy. Puisquon a généralement 

on en conclud 

cc^ i.Q.3...^ ^ ^ 1. Q. 3 r ^ ^' 

et comme il est indifférent quel facteur du produit on multiplie par le coëf- 

iicient numérique ^ r — , qu on peut même , sans rien changer 

au résultat , mettre ce coefficient sous le signe d , à cause qu'il demeure 
constant dans les dérivations ; il est clair qu'on a 

ou bien encore. . . . = p''-4-''<pa. p'"-^. i^i'-v^ ^-ij..>(.y + i) ^^j^fn-r^ yr (, 

^ ^ ^ ( 1. 2. 3 r c j 

(r + 5Vr + ^— i)... (.ç+i) • 1 ..rr» . 

On remarquera que r — ^^ ^ '- est aussi le coefficient qui 

affecte b'b^'' dans le développement de la puissance du binôme (/^ + ^'y"^'» 
et qu'ainsi on peut toujours former ces coëfficiens numériques d'après les 
exposans de b et de ^^ , ou , ce qui revient au même , d'après les dimensions 
des lettres sans accent et celles des lettres accentuées. 

Ainsi on peut donner à la formule du n.® précédent la forme qui suit 

p«. ^^"^ .Ça. = ... .(il) 



D(pa.p'«.p^''-^è' -+-p2ç,^. 



Qp'»-».(to'«-i.Z^')-f-p3(Pi^. 



■3p'«-i.(^p'«-».^^'2) 
3p'«-2.(è2g^/i.i.è'^ 



+Ç4(p^. 



-h-4p'«-^(6D'«-3.ô'3) 
-6p'»-2.(62pfn-2^èr2) 



•etc.... +p'»-+-'^-^(p^2. 



1 L i^ : D2.C^OT-S^^«) 

1. Q. 3....AZ ^ ^ ^ 



(ttz + ^z-q). .. m 



1. 2. 3....(/^^-i) 



D.(i'«-^P^i'«-») 






-+- p«-h«--x (pa. 
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(m H- 7z— i)... . m 



1. Q. 3.... /z 



■ D. (^^« — ïè'«) 



T/n 



+ n-i)..(m+i) ^^^,^,^_^ 



(m+n)..(m+i), _, 



1.Q.3....(a2-1) 

mais la formule (lo) du n.^ i35 donne des expressions réduites plus simples. 

i38. Avant de chercher la règle pour développer les quantités polynomiales , 
cherchons la loi de formation de la formule (lo). 

Si Ton examine comment les termes des séries (g) sont ordonnés dans la 
formule ( lo) , on en voit résulter la loi de formation suivante. 

Pour déduire dune colonne verticale quelconque de la formule (lo) la 
colonne suivante, on fait varier a de b' ^ dans tous les termes de la colonne 
donnée, et de plus a de b dans le dernier de ces termes seulement; et Ion 
prend chaque fois la dérivée divisée suivante. En faisant varier a de b\ les 
exposans de V augmentent de runité,.les indices de d' diminuent de lunité, 
et les V se mettent sous les signes d et d'. En faisant varier a de h ^ Texposant 
de b augmente de l'unité , l'indice de d diminue de l'unité , les b ne se mettent 
que sous le signe d. On rejette les termes où les indices de d' ou de d 
deviendroient négatifs. L'exposant de b ne peut pas devenir plus grand que 
m , ni celui de U plus grand que n. 

Les indices des d sans point , qui affectent (^a , sont toujours les mêmes 
que les exposans de b et de V dans le terme. 

On peut ainsi former sur-le-champ le coefficient d'un terme quelconque 
de la série , exprimé en b et b\ en commençant par le terme D(pa. p'^. p'^-i.è'. 
Si l'on demandoit , par exemple , le coefficient de x^y^ ; le premier terme seroit 
D(pa. p4, p'2. ^^ ^ et l'on trouveroit, en observant la loi de formation que nous 
venons d'exposer, l'expression suivante. 

p4.p'3.(p^=: 
vCpa. p4. p'2. y -f- p2 (pa. p4. D^ V'^ -H i^'^cpa, p4. V^ ^ ©p^^^. p3. (bb^^) 

H- vDpa. p3. (/^p'2. l^f^ ^ DD^Ça.D^. (bD'.b^^)'-h'^^ç^(pa.D^b^.T>\b^^) 
4-p^D(p^.p2.(^2p'^./^0 -hÇ^D(pa.v.{b^^\b^) 
-h p^p^^^- p2.(Z^2/,'3) 4-p3p3(p^, p. (b^b'^) + p4p3(pa. b^b^\ 
-+- p^p "(p^. ». (Jb'^i>^M^) -+- p4p2(pa. Mp'.^'2 
H-p4D(pa. Mp'2. è' 
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i3g. Si Ton veut avoir la loi de formation en commençant par le terme 
^^^^(pa.b'^V ^ pour en déduire successivement et en rétrogradant toutes les 
colonnes précédentes ; il suffit de faire précisément l'inverse du procédé que 
nous venons de suivre ; c'est-à-dire , qu'une colonne quelconque étant donnée , 
on fera varier a de Z» dans chaque terme de cette colonne , puis encore a 
de V dans le dernier terme seulement , et Ton prendra chaque fois la dérivée 
divisée inverse. En faisant ainsi varier a de ^ , les exposans de h diminuent , 
les indices de d augmentent de Tunité, et le signe d affecte h^ v^^ eiV \ et 
en faisant varier ^ de Z?' , Vexposant de V diminue , Tindice de d' augmente de 
l'unité , et le signe d' n'affecte que les b\ On rejette les termes où Fexposnnt 
de b ou de V deviendront négatif : ceux où V précédé du signe d' aui oit zéro 
pour exposant, disparoissent d'eux-mêmes, parce que p^^è'o = r>^^ 1=0. 

Les indices à^s D sans point qui affectent (^a et les diviseurs numériques 
indiqués par le c au-dessous de ces d, se règlent toujours sur les puissances 
des b et V qui suivent dans le terme. 

On peut de cette manière former le développement précédent de p4,g'3.(p^^ 
en commençant par le terme p^D^^p^.M^'^ et rétrogradant. 

Dans les formules (10) et(i 1) Z^ et è' sont des premiers termes de polynômes. 

i4o. Si l'on veut calculer à présent le développement réduit d'un coefficient 
quelconque de la série indépendamment des autres , les règles pour exécuter 
ce calcul découlent naturellement 4gs lois que nous venons de trouver. 

En effet, la loi du n.^ i38, combinée avec la règle du n.° 47, donne la 
première de ces règles, et la loi du n.° iSg, combinée avec la règle du n.^ 43 , 
en donne la seconde. Nous nous bornerons à énoncer cette dernière, qui est 
la plus facile à pratiquer et qui suffit dans tous les cas. 

Mais auparavant il est bon d'avertir, pour éviter toute équivoque à l'avenir, 
que nous appellerons tenue de coefficient ce que nous venons de nommer 
colonne verticale de la formule (10) , c'est-à-dire, l'assemblage des quantités 
dans lesquelles les indices des d sans point qui affectent (pa forment la même 
somme ; et parties de terme , les quantités appartenantes au même terme où 
les puissances de b et b\ ou bien les dimensions des produits des lettres qui 
proviennent de ces puissances , sont différentes. Ainsi lexpression p3(p^.p/f.^'5 
4-3Dp-(pa. p5.(Z>D'.Z?'2) -f-D^Dcpâr. p2.(^2p^2^^') est un terme de coefficient, et 
chacun des trois termes de cette expression est une partie de terme. 

141. 
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i4i. Observons encore à 1 égard des quantités polynomîales , que quand 
on en prend les développemens réduits, cliaque puissance de ^, n.° i36, 
donne des produits des lettres b , c , d, etc. sans accent , d'un même nombre 
de dimensions, égal à Fexposant de b^ et que chaque puissance de b' donne 
des produits de lettres accentuées et même différemment accentuées , tous d'un 
même nombre de dimensions , égal à l'exposant de ^'. De plus , puisque les 
D sans accent affectent toutes les quantités polynomiales tant accentuées que 
non accentuées, il est aisé de voir que, quand on fait une dérivation d sur 
ces quantités, il faut regarder comme dépendantes les unes des autres les 
lettres qui portent le même nombre d'accens , ou celles qui n'en portent 
point , et comme indépendantes les unes des autres les lettres différemment 
accentuées ; et que quand on fait une dérivation d' f il faut regarder comme 
dépendantes les unes des autres les lettres accentuées , même celles qui portent 
un nombre différent d'accens. 

Après cela, voici la règle pour trouver sur-le-champ le développement 
réduit de D'". p"*. <p^, en commençant par le terme p'^p'^^pa. è'"^'", c'est-à- 
dire pour calculer le coefficient d'un terme quelconque de la série indépen- 
damment des autres. 

RÈGLE. 

142, Ujz terme quelconque développé et réduit du coefficient p"*. p'«. <pa de 
x'^y^ étant donné , pour en déduire le lerme suivant, en remontant dans 
la formule du n.^ i36 ; 

1.° Diminuez de V unité les puissances de b ^ en rejetant les produits qui 
ne contiennent pas b, et faisant sur les coëfficiens numériques les change- 
mens qu'entraîne cette diminution des exposans de b ; prenez la dérivée 
suivante divisée d de toutes les quantités ainsi préparées , tant accentuées 
que non accentuées ^ et cela dans toutes les parties du terme donné. 

2.0 Dans la seule partie du terme donné oii b a V exposant le plus grand , 
et oit cette puissance de b n'a point subi de dérivcition , diminuez encore 
les puissances de V de l'unité , en rejetant les quantités sans V , et en 
faisant sur les coëfficiens numériques les changemens convenables ; et faites 
une dérivation divisée d' , mais seulement sur les quantités accentuées. 

En effectuant les dérivations d, il faut regarder comme dépendantes les 
unes des autres les lettres sans accens et celles qui ont le même nombre 
d'accens, et comme indépendantes les unes des autres les lettres différemment 

Ff 



ii4 ry V CABCUL 

accentuées ; et quand on fait les dérwations d', il faut regarder les quantités 
accentuées , même celles qui portent des accens différens , comme dépen- 
dantes les unes des autres. 

Les indices de d qui affectent (pa, et les coèfficiens numériques qui en 
proviennent , se règlent sur les dimensions respectives des quantités poly- 
nomiales accentuées et non accentuées. 

Quant à l'opération qu'il faut faire pour changer les coëfficiens numériques 
en conséquence de la diminution de l'exposant de b ou de celui de V , elle 
se réduit , en conformité de ce qui a été dit dans la règle du n.° 43 , à multi- 
plier par l'exposant avant la diminution , et à diviser par les dimensions que 
forment avant la diminution les lettres non accentuées si c'est Texposant de b 
qu'on diminue , ou toutes les lettres accentuées si l'on diminue l'exposant de V. 

143. Proposons pour exemple de ^calculer immédiatement le coefficient 
de x^^y^. Le terme par lequel il faudra commencer est p4p5(p^. bW^ ; de là 
on déduira sur-le-champ tous les autres par le procédé de la règle , comme 
on les voit ici. 

+ ç4p2(p^, M. Qb'ç'^ 

-H p2p3Çia. {b\3b'^d^ -h 3b^c'^) +• 2bc. 3b^^d + (aè^-f- c2)i'3| 
+ p3p2(p^7. {^3(96^^// + 2c'c'^) + 3b^c. 2b^cf'\ 

+ Dp3(pa. {i(3è'2a' ^ 3y<xc^d^ H- c'3) + c{3y^d^ + 3yd^) 4- d3y^c^ H- ey^ 
H-p2p2/p^. 1^2(2^'^// .4^ <2c^d'^ ^2d^c^f)^2bc{2b'd" H- çc^O 4^(5 6^ + c2)qô'c''| 
+ p5i,^/?. [iV^+ Si^c,^^^'} 

H- pSçp^, {3Ay 4- 3b\<2c^e^ -H d^') -h 3c'^d^] 

^v^^(pa, {b{2bff ^ w'é^ -H %d'd^^ ^ <iéd^) -f- c{<iVé^ -t- qc'^'' h- %d'c^^) 

^d{^Vd^' 4- ctcV') 4- e<xVd^\ 
+ p2jj(p<s2. {b^f^^ H- nbcné^^ ^ {<xbd -^ c'^)d^^^\ 

-HPPCp^. {6g''' + c/'" 4- ^^'" 4-: e^'"} 
4- p(pa. Â'", 
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Nous avons mis des lignes verticales devant les parties du coefficient qui 
forment ensemble un même terme. 

i44« On a vu dans les développemens des fonctions de polynômes simples ^ 
que , dés qu'on a un coefficient du développement réduit , il est plus facile d en 
déduire les suivans que de calculer isolément chacun de ces coëfficiens. La 
même chose a lieu pour les fonctions de polynômes doubles ; et nous allons 
nous occuper de la recherche des règles nécessaires pour atteindre ce but : 
mais nous observerons auparavant, en jetant les yeux sur la série (q) du n.^ i3 i, 
que dans les fonctions de polynômes doubles il y a différentes manières de 
déduire les uns des autres ces termes ou leurs coëfficiens ; entre lesquelles il 
y en a trois principales , savoir : 

1.^ On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans 
la même ligne horizontale, formule (q) du n.^ i3i ; par exemple, de C^^^ 
on peut déduire D^^xy^^ E^œy^j, F^^x^y^^ etc. : ici la puissance dej^ demeure 
la même , et celles de oc suivent les nombres naturels. 

i>.° On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans la 
même ligne oblique, inclinée d'un angle demi-droit sur l'horizontale, dans la 
formule (-2) dun.° i3i ; de Cx^ ^ par exemple, on peut déduire D^x^y^ E^^xy^^ 
JTii'jQyd^ etc. : ici la puissance de x demeure la même, et celles dey vont 
en augmentant. 

3.^ On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans 
la même ligne verticale; de iO.x^, par exemple, on peut déduire D^xy^ 
D^^xy'^^ £)"y3 ; ici X et y forment toujours le même nombre de dimensions, 
mais à chaque terme un x se change en y. 

La première et la seconde de ces trois manières ne sont pas essentiellement 
différentes ; nous commencerons donc par exposer la première , nous dirons 
un mot de la seconde , et nous donnerons ensuite une méthode facile pour 
la troisième. 

Formons d'abord les développemens en b et b^ des premiers termes de la 
série demandée : leur ensemble formera un tableau sur lequel on lira les lois 
de dérivation qui lient les coëfficiens des différens termes les uns aux autres. 

145. Pour former ces développemens en b et b\ il suffit de faire dans la 
formule du théorème précédent, n.^ i36 , successivement et par ordre, 

77i=:o, î,2,3,4,5, etc. , 
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et de faire aussi, pour chacune de ces valeurs de m, successivement, 

n = o,i,Q,3,4,5, etc* , 

en rejetant dans la formule générale tous les termes où les indices de d ou 
ceux de d' , et les exposans de b ou de V , deviennent négatifs ; ou bien on 
suivra les lois indiquées dans les n.°^ i38 ou iSg. On trouvera ainsi pour 
les premiers termes du développement ceux qui suivent : 



<^a '+-j}(pâ.b.œ -+■ nCpa.D.b 



'+'i)j)(p'a.bb' 



oc^ 



XJ 



• :g^(pa.b'^ 



y2 



-4- -D(pa. p2. b 
-hig^(pa.j}.b^ 
'+-:^^(pa.b^ 

+ j)(pa.^2.b^ 
+ ^^i}(pa.b^b^ 

^ j}(pa.j}.j)\b^ 
- ^^(pa.iy.b^^ 
-i}T)(pa.âB'.b' 
^j>iQ'^(pa.by^ 



-^'^(pa.iyKb^^ 



x^ 



xy 



XJ^ 



■+- D(pa.'g'^. b 

-}-B^(pa.j}.b'^ 

'^B^(pa.b^ 

-+- j}(pa. d3. b^ 
+ j:}j}(pa.ig'^.{bb^) 
•+'^^^(pa.j}.{b^b') 
'+-])^B(pa.b^b^ 

+ i)(pa.:D^.j}\b' 
+ p2(p^.p2.^'2 

+ BDÇa.D. {b-ûK y) 
+ DB^(pa.T).{bb'^) 
H- ig^B(pa.b^j}^.b^ 
-]-^^B^(pa.b^b^^ 

+ j}(pa. B. p'2. Iff 
+ p2^^.D.D^^'2 

+ j)j}(pa. ^p'^. b^ 
+ p5^^. D. b'^ 
+ B^^Ça. bB\ V^ 
H- B^'^(pa.by'^ 

+ B(pa. p'3. ^' 
-|-p2(p^.p^^'5 

+ p3(p^. D^ ^^3 



a:4 



etc. 



x^y 



•etc. 



o?^^ 



+ etc. 



^' 



Oyo 



etc. 



JK'' 



4- etc. 
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146. On remarque d'abord sur le tableau précédent , que nous aurions 
étendu davantage si lespace l^voit permis , que les coëfficiens des puissances 
de œ sans y y aussi bien que ceux des puissances de y sans a; , se déduisent 
les uns des autres par la règle du n.° 24. Il ne faut donc pas de règle 
particulière pour calculer ces coëfïîciens. 

Quant aux autres coëfficiens , ne considérons -les que comme se suivant 
dans les mêmes lignes horizontales ; c'est - à - dire , en commençant par un 
terme affecté de y sans oc , examinons la loi suivant laquelle se déduisent 
les uns des autres les coëfficiens des termes où la puissance de y demetire 
la même et où celles de 00 vont en augmentant. 

Avec un peu d'attention on trouve la loi de dérivation qui suit. 

Un coefficient quelconque étant donné, pour avoir le suivant appartenant 
à une puissance de œ plus haute de Tunité ; 

i.*' Faites une dérivation divisée d sur les quantités polynomiales de chaque 
partie de terme du coëfB.cient donné, cette dérivation affectant b^ aussi bien que b. 

2..^ Dans la dernière partie de chaque terme du coefficient donné , c'est-à- 
dire dans celle où la quantité polynomiale n'est pas affectée de d sans accent, 
et où l'exposant de b est le plus grand (cet exposant peut même être zéro), 
changez un facteur è' en b et faites une dérivation divisée d' , mais seulement 
sur la puissance restante de è', à l'exclusion de b; vous formerez ainsi la partie 
nouvelle que donne la dernière partie de chaque terme du coefficient donné. 

Pour que cette partie nouvelle ait lieu , il faut que dans la dernière partie 
qui doit la donner , b^ soit au moins à la deuxième puissance ; car si b^ n'étoit 
qu'à la première puissance, en effarant le facteur b\ on auroit à prendre la 
dérivée d' de l'unité ; or cette dérivée est zéro ; donc dans ce cas il n'y a point 
de partie nouvelle. 

3.^ Enfin, quand on aura fait les deux opérations précédentes sur chacun 
des termes du coefficient donné , il faut encore , dans le dernier terme , faire 
varier ^ de ^ et prendre la dérivée divisée, ce qui donnera un terme nouveau. 

Tant que les puissances de b et de b^ ne changent pas, on laisse tels 
qu'ils sont les indices des d sans point qui affectent (pa ; mais lorsque dans 
le cours de l'opération un b' se change en ^ , il faut changer aussi les indices 
de ces mêmes d. 

Si on vouloit une démonstration rigoureuse de cette loi, on n'autoit qu'à 
mettre t?^ -h 1 au lieu de m dans la formule ( to) n.® Ji36 , et comparer entre 
elles les deux formules, 1- ^ 



ii8 
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147. Au moyen de cette loi on peut continuer la série. du n.^ 145 aussi 
loin qu'on voudra, sans avoir besoin de recoufir à la formule du n.° i36 ou 
aux lois des n.""^ i38 ou iSg. 

Du terme affecté de y^ , par exemple , 

on déduira ainsi ceux affectés de xj5 , oj^jS ^ ^3j3 ^ etc. , tels que les voici : 



-HDp2(p^.èD'.6'2 



-p2^^. p2.D^3^2 

- p2p5^<2. Ô2^'3 



.r3j5 



etc. 



^jd -4-D<pâ5.p2.p'2.^'- a72j3 H-D(p^.ç3.p'2.if 

•f- p^cp^. p^. d'. i'^ 
H-DDCpa.p2. (ip'2.èf) 

~|-p5(p^.p3.6'3 

-H Dp2<p^.p2.(i>D^^^^2) 

-H p2D(pâ5.D. (b^^^^. 6') 

^ dd5<P^. p2. (bb'^) 

-f-p2p2^^.D.(i2i)'.ô^2) 

H-p^Dcp^. Z>3g'2, jr 
-4-p2p5(pa.D. (i2i'3) 

+ p3p2(p^. è^D^. 6'2 

+ p5p3Ç)^35. i3ô'3 



148. Si Ion applique maintenant aux formules des n.^^ 145 et 147 , et à la 
loi du n.^ 146, les observations du n.*' 141 sur les développemens réduits 
des quantités polynomiales , ony arrive facilement à la règle suivante. 

R è G Xi E, 

Le développemenù réduit de p'^.p'". (pa. étant donné, pour en déduire celui 
de p'»•+-^p'^(p^^; 

1.*^ Dans chaque terme du coefficient donné, prenez la dérivée divisée D 
des quantités polynomiales de chaque partie de terme. 

2.** Dans la dernière partie du terme ail h non accentué a le plus grand 
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exposant, et n est point suwi d'autres lettres non-accentuées {^exposant de 
b peut même être zéro, ce qui a lieu dans les coèfficiens des y sans x)^ 
diminuez en outre les puissances de V de Vunité dans tous les produits qui 
contiennent V , en rejetant les produits qui ne contiennent pas V , et augmentez 
de Vunité V exposant de h : faites en même temps sur les coèfficiens numé- 
riques les changemens qu entraine ce changement d*un facteur hf en h. Après 
cette préparation , faites une dérivation di\;isée d'^ m^ais seulement sur les 
quantités polynomiales accentuées. 

3.^ Enfin, dans le dernier terme du coefficient donné ^^.^^^.(^a , faites 
de plus une dérivation divisée d en faisant varier a de b dans (pa. 

Quant aux D(pa, ^-(pa , BTy<pa , etc., les indices des l> qui affectent (pa, 
et les dénominateurs numériques qui y répondent , se règlent toujours sur 
les dimensions respectives de toutes les lettres non accentuées et de toutes 
les lettres accentuées. 

Nous venons de dire, dans la 2.* partie de la règle, quil faut faire sur les 
coëfficiens numériques le changement qu'entraînent la diminution de l'unité 
qu'on fait sur Texposant de V et l'augmentation dé l'exposant de h. Ce 
changement se réduit à multiplier simplement , par l'exposant de V non dimi- 
nué , chaque produit où se fait cette diminution , et à diviser par le nombre 
des dimensions de toutes les lettres accentuées avant la diminution. 

En conformité des règles des n.^ 43 et 47 , on devroit 1.^ faire l'opération 
que nous venons de prescrire, et 2.^, comme on augmente l'exposant de ^, 
on devroit aussi diviser par l'exposant de b augmenté et multiplier par le 
nombre des dimensions des lettres non accentuées, y compris celles de b 
après l'augmentation. Mais , comme la puissance de b qu'on augmente n'est 
jamais affectée de d dans la partie où se fait le changement d'un U en ô, 
et partant que b n'y est suivi d'aucune lettre non accentuée , la division et 
la multiplication se feroient par un même r ombre et s'entre -détruiroient. 
Ainsi toute la préparation se réduit au procédé que nous venons d'indiquen 

149. En suivant la règle, on déduira sur-le-champ du terme 



-DCpa. é^ 



y4 
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par exexople I terme que Von peut toujours calculer par les règles du §. II 
oii du §. m de larticle premier , on déduira, dis-je, les développemens réduits 
des terjjaeô «uivans afîectés de œy^ , ^2^4 , x^y^ , etc. , comme on les voit ici. 



H-D(p/2.g' 



/p' 






-Hp5(p^.{3èV^ + 6è'c'^'^ H- 3(Qi'J/-Hc^2)c''| 

-H P^p^^^- b^{^b^d^" -+- c"2) 
-+- Dp4(p/2. {i46'3c' -f- cè'4 } 

H^ p2ç4^a. A2^'4 



.r^j^ 



D(pa.h'^ 
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T>(pa.k"' 



y'(pa.{'ib'g"' + Qc'/" + 2^'e'" + zefd'" -f- 2c"/' + 8<iV'} 
jiD(pa.{bg"^ H- c/'^ H- ^e'^} 

p3<pû. { 3i'2/" ^- 6*'c'e" + Si-ib'd' ■+- c'^) d" -f- SÇab'e' + ac'^') c"} 

(6(2^'/" H- 2c'e"' H- 2^'^"' -f- 2c"e" H- ^i"^) 
DÇ2(pa.| _^ c(23'e"' + 2c'^"' H- 2c"<i") H- </(26'^"' + c"^) 



2C'^"' 



H-p4(pa.{46'3e' + Sb'^ac'd' - 
, CW36'2e" H- 6b' dd" 

+ DD4(pa.{i(4Z.'3rf' H 

+ p3p2(pa.ô3(2Ô'^i"' 

+ Ç2ç4(pa.{6246'3c' - 
-H ç3p3(pa. i33i'2c" 

-f- ç3p4(pa. è36'4 



^b'c'^ 

- 3(2è'^' -+-c'2)c") J 

-c(36'2^" H- 60'c'c") 4- ^3*'V J 
+. 2c"^") -f- ibc{aVd<" -t- c"2)} 



6è'2c'2) + C4i'3c' 4- ^i'4} 
H 6à'c'c") + ibcSb'^c"} 
c"c") 

2^cè'4} 



ajSyA 



■etc. 



i5o. Nous avons vu , n." i33 , que p'». p". <pa est égal à p**. p'».<p«; si donc 
on développe la première de ces expressions d'une manière pareille à celle 
par laquelle on a développé la dernière dans le n.° i35 , à cela prés qu'on 
commence ici par les dérivations indiquées par d , on aura la formule 

p'».p"'.(p« = 
p'".(D^<l.p'«-«.^) -+- p'".(p2(p<ï,p'»-a.i2) _f. p'».(p3(p<z.p»»-3.^3) -H etc. 
+ p'«.(p"'-2<pa.p2. ^w-a) ^_ p'».(p'»-i<p<2.D.3'»-i) + p''».(D'"(pa.i»»); 

et de là , en développant encore en è' chaque terme ^ on tirera 
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H-p4(pa.p'«.p«-4.M •+-p«-5p'"<p^.p^3.(^,r«-3^m) 

-hDp3(p/ï.p''»-i.(è'p»-3.^3) +p«-^p'«-i^^.p^2.(^^/i-2j).^m-i) 

H-p2p2(p^.p'«-2.(^^2ç«-2.^2) +p«-lp«-2^^^,)^^(^f«.Ip2.^m-2) 

+ p3D(pa.p'«-3(Z?'3çm.i.^,) +p«p"*-3(p^.^'«ç3^^«-3 

H- p«- Sp'^ipa. p^2. ( yn-ilnC^ ^ p«-ï p^'^p^I. d'. (Z>'«^ >è'») + p^p"»^^. V'^b'^. 

+ p"p»'-2^^^^^«Ç2.^«-3 

Cette formule se déduit immédiatement de celle du n.^ i36 , si dans celle-ci 
on échange entre elles les lettres b ^t V , les exposans et indices /w et /z, et 
les signes iD etD^ Elle sert comme l'autre , avec les changemens convenables, 
à calculer un terme quelconque de la série indépendamment de tous les autres, 
ainsi qu'à déduire les uns des autres les coëfficiens de ces termes. Mais , au 
lieu que ïa formule du n.^ i36 nous a conduits à déduire les uns des autres 
les coëfficiens des termes qui suivent la même ligne horizontale, celle-ci fait 
arriver à la règle pour déduire les uns des autres les coëfficiens des termes 
qui suivent les obliques inclinées aux lignes horizontales d'un angle demi- 
droit ^ du terme Dx^ , par exemple , les termes Ex^y , F^x^y^ , G^^x'^y'^ , 
H^^x^y^^ etc.} çt c'est là la seconde manière de déduire les uns des autres 
le3 termesi de la sérte , manière dont, à la fin du n.^ 144, nous avons promis 
àe faire mention. . 

Ici , lof $qu'^^ effectue les dérivations £>' sur les quantités polynomiales , il 
faudra regarder toutes les lettres différentes, avec ou sans accent, comme indé- 
pendantes les unes des autres , à l'exception seulement des lettres qui dans le 
polynôme du ti.^ isig suivent les lignes obliques, inclinées sur les horizontales 
d un àttglè deBfti-dtôit, comme c, ^', e",/'"> ^tc. , lesquelles seront regardées 
comme dépendantes les .unes des aiiitrei; et quand on fait une dérivation d 
sur les seules lettres sans accent , on l'effectuera à l'ordinaire , en considérant 
ces lettres comme dépendantes les unes des autres. 

Pour ne pas passer de justes bornes, je supprime des détails, que le lecteur 
suppléera aisément. 
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(III.) 

Seconde solution du problème précédent. 

i5i. Nous allons présentement donner, pour résoudre le prôbléftié proposé 
au n.^ i3i , une méthode qui, lorsqu'il s'agit de déduire les côëfficiens de la 
série les uns des autres , est à quelques égards plus facile que celle que nous 
venons d'employer : elle est d'ailleurs plus étendue dans ses applications. 

Nous avons remarqué, n.^ 144 , qu'on peut aussi déduire les uns des autres 
les différens termes de la série (q) n.° i3i qui se succèdent dans les mêmes 
colonnes verticales, c'est-à-dire les côëfficiens affectés généralement de x^^ 
x^'^y x^'^y'^, x^'^y^j etc.; et c'est de la manière de faire cette sorte de 
dérivations que nous allons nous occuper. 

iSa. Si dans le polynôme double de- la fonction proposée 
a -+- bx -+- cx^ + dx^ +• ex^ ^- etc, 
-I- b^f -+- éxy -f- d^x'^y + éoc^y + etc. 
+ c'y 2 + d^^xy^ H- é^x'^y'^ -+- etc. 

^ ^ + d^^'y^ ^ é'^xy^ + etc. } ^""^ 

é^y^ + etc. 
-f- etc. 

on considère les côëfficiens des colonnes verticales ; on voit qu'en imaginant 
a; = 1 , le polynôme se partage en plusieurs polynômes simples qui procèdent 
suivant les puissances de y , savoir 

b ^ Vy, 

c -i- c'y -^ d'y^y 

d ^ d'y ^ d"y^ 4- ^V> (^) 

e H-. ^y -+- é'y^ H- e^y^ -H e'^4, 

etc. 

Si maintenant on regarde les côëfficiens de ces polynômes partiels comme 

dérivant les uns des autres , on est conduit à une nouvelle sorte de dérivées 

où les lettres ne changent pas , mais seulement les accens, et où b\ c", ^'", 

e^^, etc. , sont des dernières dérivées, dont les dérivées ultérieures sont zéro. 

i53. Désignons par '^d^, '^po, '^d^, etc. , les dérivations de cette espèce ; on aura, 
en regardant b^ Cy d^ e ^ etc., comme des premiers termes de polynômes, 
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'ii>o.e = <?', '^p^.e = e" , '3ço.^ _- e'" , ^ço.e = e'^; et ainsi de suite. 

Si Ton compare '3po.e avec p'^.e, on voit que dans '3po.^ i^ lettre ne 
change pas, mais seulement le nombre des*accens , tandis que p'3,e dénote que 
la lettre change en même temps que le nombre des accens, car '3no.e=a'''et 
p'3.e=A'''. En général p'".p'«. 6 indique la (atï+zï)»*»* lettre après b , affectée de n 
accens, tandis que '"ço.d»»,^ indique la m**"* lettre après b affectée de n accens ; 
et, enseservantdesnotationsgénérales indiquées à la fin dun.^i3o,ona p'^-p^^ô 
ou p'^p^'.ô = bm,n et '«po. ^"^.bzuzbm^ntn^ d OÙ lou couclud quc '«po.p'"./^^ est 
la même chose que p"* - «. p'*». 6 , et '"po. p»*, (pa la même chose que p*"- «. p'«. cp^. 

i54. Cela posé, passons à la solution du problème. Si dans la fonction 
proposée (a) on suppose 

i^ -4- ^y = S5 , 

cx2 -H c'^jK -H ^'[^"^ = S) (c) 

etc., 
la fonction prendra cette forme 

(p{a + g5 + g + © + g-H etc.), {d) 

et l'on aura pour les premiers termes du développement (n.^ 33) 

■+- p5^^. S^ -f- p^(p^. 395^2 
+ p4(p^. S54 
et comme tous les polynômes (c) sont homogènes en a; et / , de même aussi 
toutes les colonnes verticales du développement (e) seront homogènes en x et/, 
(p/z ne contenant ni x nijj^, et les q.^, 3.^, 4.**, 5.*", etc. colonnes étant respec- 
tivement de une, de deux , de trois , de quatre, etc. dimensions en x et y. 

Ne prenons qu'une de ces colonnes, la 5.® par exemple; ce que nous en 
dirons s'étend à toutes les autres. On voit qu'en y mettant uniquement b , 
c, li, e à la place de 95, S, ©, © respectivement, on aura le coefficient de 
aî4, lequel sera par conséquent 

p(pa.e -^ p2(pa. {^bd H- c2) H- pS^p^, 3^2^ + p4(p^a^. M , ••••(/) 

et 
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et qu'en faisant ^ = i dans les polynômes (c) , en mettant les polynômes {b) 
à la place de 95 , S, ©, g respectivement, et en développant suivant les puis-, 
sances de y l'expression qui en résulte , on aura les coëfficiens de x^ , œ^jr , 
œy^ , œy^ ? JK^ • ^^ ei£et , par cette substitution la colonne cinquième devient 

H- ç3(p^. 3(^5» -H ^Î7)2(c H- cy + c'y 2) "•' ^ê^^ 

Mais il est aisé de voir que les coëfficiens de ^ , JK^ > J^ » y^ du déve- 
loppement de(^) se déduissent facilement par dérivation de la formule (/); 
qu'il suffit pour cela de supposer que b ^ c^ d^ e aient pour dérivées celles 
que nous avons indiquées ci-dessus n.^ i53 , et d'appliquer les théorèmes et les 
règles du §. I." de l'article second, en regardant chacune des quantités e, 
^bd^ c2, 3b^c^ M comme une origine particulière de dérivation, et toutq^ 
les lettres différentes comme indépendantes les unes des autres. On voit 
d'ailleurs que cette formule (/') n'est autre chose que le coefficient développé 
et réduit de x^ dans le développement de 

q){a -^ bx -\- cx^ 4- dx^ -+- etc.). 

i55. D'après cela , et en observant que les régies pour faire les dérivations 
indiquées par ^'^tP , '^ço ^ etc. , ''^g^ sont les mêmes au fond que celles que nous 
avons données pour les cas où les dérivations exigeoient le changement des 
lettres ; on a, pour le coefficient de x^j dans le développement de la fonction 
proposée {a) ^ ou pour celui àe y dans (g-) , 

pour le coefficient de j^^ dans {g) ou de xy^ dans (e), 

pour le coefficient àey^ dans {g) ou de xy dans {e) , 

et enfin , pour le coefficient de y^ , 

D(p«.'4ço.e -f. ç2(pa. { ^4po.(Q^^) ^ '4po.o2} -f- '^'^(paJ^^^.{3b^c) + p4cp^.'4po.^4. 

Si , en déduisant ces coëfficiens les uns des autres , on effectue les déri* 
vations par les procédés du §. I.^^ de l'article second , en faisant attention aux 

li 
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lettres accentuées dont les dérivées sont zéro , et en observant quici a na 
point de dérivée , on trouvera les coëfficiens de la cinquième colonne du 
n.^ 157 ci -après. 

i56. Il est facile de voir que ce que Ton vient de dire de la colonne 5.* 
de la série du développement , s'étend aux autres colonnes verticales , et 
qu ainsi on peut établir la règle suivante. 

RÈGLE. 

Pour déi^elopper une fonction quelconque de polynôme double , en une 
série double; 

Calculez les coëfficiens des termes affectés de x, x^ , x^ , x^ , etc. a;", etc, 
sans jy j par la règle du n,^ 3o , en excluant du polynôme tous les termes 
affectés de y. 

• Puis , pour déduire du coefficient de x^ ceux de x^'^y , x'^'^y^ , x'^'^y^, 
etc. successivement; dans les quantités polynomiales du coefficient de x^ 
développé et réduit , considérez chaque monôme comme une origine parti- 
culière de dérivation et les différentes lettres qui le composent comme des 
quantités indépendantes les unes des autres, et faites une dérivation divisée, 
en supposant la dérivée divisée de a égale à zéro , celle de b égale à V , d 
celle de c ^ d^ celle de d , etc. ; faites ces dérivations par les procédés du 
§. /.^ de l'article second, et "vous aurez le coefficient de x^'^y. 

Ayant eu soin de distinguer par des barres ^verticales , ou autrement, les 
unes des autres les quantités provenues des différens monômes du coëf 
ficient de x^ ; faites une seconde dérivation divisée, suivant les procédés 
cités , en supposant la dérivée divisée de V égale à zéro , celle de c' égale 
à d^ , J" celle de d\ etc. ,. et "vous aurez le coefficient de x^'^y'^. 

Continuez d'une manière pareille pour avoir les coëfficiens de x^-'^y^f 
cc«-4y4 , etc. 

Les barres ^verticales servent à partager les quantités en groupes , à chacun 
desquels il faut appliquer en particulier le procédé de dérivation qui résulte 
de la règle du n.^ 88 et de ce qu'on a pratiqué dans l'exemple du n.^ 99. 

Cette règle est facile et commode ; nous nous en sommes Servis pour calculer 
par colonnes les coëfficiens réduits de la série suivante. L«e lecteur , pour 
s'exercer , pourra pouôser plus loin ce développement. 
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iSy. Voîci les premiers termes réduits du développement^b la foncti 
de polynôme double proposée n.^ i3i. 



ion 



l.recOL» 2,<1« COL. 3.e COLONNI 



4.e C O L O N ir 



5.* C O L O N If B. 






a;2 



xy 



- jy(pa. d} 



x^ 



-H D(Z)«. c^' 



xy 



+ D(p^. <i''' y^ 



H- D(p^. a x^ 

-+-p2(pa,(QW-+-c2) 
-f-p3(p^. 362c 
• p4(pa. h^ 

^- p3(p^.(3è2c' + 666'c) 
4- p^cpa. 4636' 



^!r 



^J2 



Qè'd'l 



ce" 






+ D(pa. e'' 

4-p3(p«.{362c''H-666V4-36'2c} 
H- p^a. 6626'2 

+ p2(pa.(Q6^^''-HQ6'^''|4-2c'c'0 
-H p3(pa. (666'c" -f- 3^V) 
+ p4(pa. 466'^ 



^p2(p^.(Q6'^'"|H^c"2) 
-^ p3(pa. 36'2o" 
H- p4(pa. 6'4 



^2y2 



xy^ 



12S 
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+ p5(p^.|362^+.3ôc2} 
'+ p4(p^z. 463^ 

+ p4^^.{4feV4- i2b^b^c] 
+ g3ç,a.{3fc2^i''H-66i'rf'- 



x4y 



H-ç5<p^7.{3A2^'"-+ 

■4- p4^^z.{iQé6'V 

H~p5(pa.|36'2d'''|. 
4- p4(pa. 4à' V 
-4- Ç^Ç^- *'^ 



• 36^2^1 -H 36 (qcc'' H- c'2). 
hi2bb^^c} 



3b^2cc'} 



^3j2 






h36'2^'|4^3i^.QcV'4-.3&'(QCc''-t-c'2)} 



lQ6i>'2c'+ 40^3^1 



- 3é'2^" I + 36c"^ 4- 3b\ î^cV'l 
4- 4*'^^'} 



^2j0 



xy^ 



-36'c"2| 
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• p^cp^. [ 3b'^e -H 3b2cd H- c^} 
' p^(p^. b^ 



x^ 



+ p(P^.^' 

+ p3(p^.{3Z^2e/ . 

+ p5(p<2.{5Mc'- 
H~p2(p^.{Qè/'' - 



- 12^2^'^ I ^Çib'^2cd '+'iibb'c'^\ 



0?^/ 



p3(pa.< 



JSè^e" ^^ 6i6V + 36'^d| H- 3èC3c^'' H^ ^dd^ + Qc"^) ? 

+ 3b'(2cd' H- Qc^^)| H-3c2c''-h3cc'4 
+ p4(pa.{4i5^''-4-iQi2t^^'+iQèi'2^|-^6è2(Qcc'' + c^^^ 

^p6(p^.i56W2 



034^2 



p5(pa. 



Ix^y^ 



- GhVé^ H- 3èV| ^ 3b{2cW^^ + 2c'^'' + Qc^'^0 



,/3 



^ (443^'^^ H- laè^è'^'^ + i^bb^^d^ H- 4*^3^1 + 662Qc'c'' 



•1 






K k 



i3o 
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- p (p^.| ^ 36' (qc^'" -h ac^d^^ + Qc''^') + 3cc'' 

-p4(p^ { 1 Q62ô'rf'''+i Qô6'2rf^'-l-4è'3^^|^-6èV'^^^l Qè^ 

•p5(p^.{3o62ôV •+. Qoôô'V + 56'4c} 
-ç^(p^. i562Ô'4 

■p2Ç,^.|Qi/^-H QÔ/'^I + 2c'd'^ -H 2CV| + Q^"^^/''j 

. p3^a.{66iV^+ 3iV| + 3b2d^d''f -h 3b^(2dd"f + Qc''^'')| H- 3c'c^'2} 
4Ô'3^''| -^ I2bb'd'^ + 6è'22cVf| 



^2^4 






bV^d] 



■ 66V^j 



^7^ 






-+-.p4^p^.[l36è'2^'" 
-^:g^(pa.{2obb'^c'^ - 
-H p^Cp^- 666'5 

-f- TiCpa.g^' y^ 

+ ç3(p^.|36^2V 
^p4(p^.{4è'3^i'''| 
H- p^cp^. 56V 

Ici, de même que dans les développemens des fonctions des polynômes 
simples , la fonction (p n'affecte que le premier terme a du polynôme , les autres 
lettres b^ c^ d^ etc. forment les quantités polynomiales. Il est donc facile 
d'avoir le développement pour chaque fonction particulière dont la nature 
est connue. 

Ainsi, si l'on demandoit le développement de la puissance quelconque m 
d'un polynôme double , il sufFiroit de faire dans le développement précédent 

Çazrria"'^ D(p^=w^'"-S p2(p^= a'"-^, etc. 

Si l'on vouloit le logarithme hyperbolique d'un polynôme double , on feroit 



a- 



a- 



etc. 



^a = loga , T^cpa = - , p^cpa = , p5(p^ = --— 

Si Ton vouloit le sinus qui auroit pour arc un polynôme double, on feroit 

^ • sin^^ r,^ cos^z 

(^a = smâ^, T^Q^a = cosa, p^(p^ = — ? P^^ = — ^ 

et ainsi pour d'autres fonctions. 



etc. 
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i58. Quant à la manière de calculer isolément le coefficient dun terme 
quelconque , qui résulte de cette seconde solution du problème , nous allons 
lexpliquer brièvement. 

Puisque le coefficient de x^-y^ est indiqué par '''po. ç*». (pa , il suffit de 
développer i^^.cpa en b et d'affecter chaque terme de '''ç^; on aura ainsi la 
proposition suivante , en remarquant que a , n'ayant pas de dérivée affectée 
d'accent , demeure constant dans l'opération indiquée par '«g». 

Théorème. 

Le coefficient du terme quelconque affecté de x'^-^y^ dans la série résul- 
tante du développement d'une fonction quelconque de polynôme double , peut 
être exprimé par cette formule 

D(p^.'''pQ.(p'"-^^) + ç2(p^>ço.(ç'"-2.^^2) ^ p3(p^.'«po. (pw.3.^3) ^ etc. 



Pour faire usage de cette formule , on calculera , par la règle^u n.° 47 ou 
par celle du n.° 43, les développemens réduits de p"»-'.^, p'»-^^^^ etc., 
d2.^w-2 ^.D,^«-i ^ Z^'" ; puis on prendra la dérivée '''p^ de chacun de ces déve- 
loppemens, en y regardant chaque monôme comme une origine particulièi'e 
de dérivation, les quantités ^, c, dy etc. comme indépendantes les unes 
des autres, et chacune d'elles comme un premier terme de polynôme; on suivra 
pour cela les procédés du §. I.^^ de l'art, second. Donnons -en un exemple. 

iSg. Supposons qu'on veuille calculer immédiatement le coefficient de x^f'^ 
de la série résultante ^u développement d'une fonction quelconque de poly- 
nôme double. La formule précédente donne pour ce coefficient 

'3po.(p6.^^) = 

p6(p^.^3go.^,6 + p5(pa.'3po.(u.^,5) + p4(p^.'3po.(p2.M) ^ p^^^.'^p^ (p^.^S) 

H- p2^^z. '3po. (p4.Z>2j ^ D(p^2.'3po. (p5.^). 

Je développe les quantités b^ ^ T>.b^^ p^. ^^5 P^-^^> P^. ^S P^-^j ^^ déduisant 
ces développemens les uns des autres comme n.^ 44 ; ou comme n.*^ 49 , en 
commençant par T>^.b ; ensuite je prends la dérivée '^po de chaque terme dans 
chacun de ces développemens. p5.^5 ^ par exemple , étant = 3^2^ + 3è2c^-Hc5, 



i3a »u cALcuii 

pour avoir '^p^.p^.^^, je fais la dérivation '^po gu^ chaque terme, en regar- 
dant by Cfdete comme des quantités indépendantes , ce qui donne , n.^^ 99 et q5i 
'3po.g3. ^3 = /3ço. (3^2^) ^ '3po. (3èQc^) -H '^po. ^3 = 
3i5^. '3po. g 4^ /1130. 3^2. '2Ç0, e 4» '2Ç0. 3^2.^130. e H-^ '3po. 3^3. ^ \ 

-+- 6Z^c. '3po.^ ^ fiDO. (6/S.c). '2po, ^ ^ /2po. ( 6^c). 'iD<>.^ + '3d^ {6bc). d> = 
4- DC3/2ÇO. c' + p2c3/ipo,c^2 ^ p3c3.c'3 ) 

3^2^'/' 4. 6^^V' -H 3èV ^- o 

-H 6*0^^^' -H 6 (ic' + b^c) ^" + 6 {bc'^ + ^'c^ ^' H- 6b^c^'d 

-4- o 4- 3cQc'c'^ ^- c'3. 
On prendra de la même manière les dérivées '3po des autres quantités polyno- 
miales , et Ton parviendra ainsi à former le coefficient demandé. 

(IV.) 
160. Passons maintenant aux fonctions dun polynôme triple ou quadruple: 
ce que nous avons dit des fonctions d'un polynôme double , comparé avec les 
formules et les règles données pour les fonctions d un polynôme simple , met 
déjà sur la voie de traiter les cas des polynômes triples et quadruples, et nous 
dispense d'entrer dans de trop longs détails. 

Problème. 
Développer une fonction quelconque de polynôme triple , 
a ^\- bx 4- cx"^ + dx^ -+- etc. 

^~ ^y "+" c'oy/- + d^x'^y + etc. 

^ h'^z + c'y^ + d^^xy^ + etc. 

H- c^xz 4- ^''y3 ^ etc. 

H- é'^yz -H d''xiz + qfc. 

Ç) / + c^^z^ •+• d'^xyz H- etc. 

H- d^^'yy^z + etc. 

\ ^ d'^^xz'^ + etc. 

+ d^^^^yz"^ + etc. 

+ ^v/f^s ^« etc. 

-H etc. 

en une série triple , et calculer un terme quelconque de cette série indépen- 
damment des autres. 

On 
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On observe dans le polynôme que les accens précédés de la virgule se rap- 
portent auz z , comme ceux avant la virgule ou sans virgule auxj^; que h n'a 
jamais qu'un accent soit sans virgule soit avec virgule, c vlqxi a jamais que 
deux, d trois, e quatre, et ainsi de suite : ce qui sert à faire reconnoltre les 
derniers coëfficiens du polynôme. 

161. Solution. En réfléchissant à ce qui a été dit au n.° i33 , on verra facile- 
ment que le coefficient du terme quelconque de la série affecté de x^y^z^ sera 
représenté par l'expression p"».p'''.ç'^^(p^, qu'il s'agit de développer en è, V et UK ^ 

A cet effet, on développera d'abord p'^p'"'.(p^, ce qui se fera en changeant 
dans la formule du n.° i36, d. en d'. , D^ en d''. , ^ en U ^ V en V^ j m en n 
et n en r; ensuite on affectera de p"* chaque partie de terme du résultat; on 
développera de la manière pratiquée au n.*^ 1 35 , et en ordonnant par rapport 
aux indices des d qui affecteront (pa , on trouvera 

D^a.p'^.p^^.p'^'-- KP + p2(pa.p'".p'«. p''*--^. è''2 ^ p3Ç)^. pm. pr«, pVr-3^ ^V5 

^-DD(pa.p'».p'«-*.(i'p'''^-',è'') +Dp2(p^. p«.p'«-l.(i'p''r.2.ôVaJ 

4- n^^(pa. ^^'K (ip'«. p'^'--2. 6'^2) 
-H DDD(pa.p'«-i. {ôp'«-i.(6'p''^-i.6'')} 

+ p2D(pa. p'«-2. (62p'«. pVr- I. ^Vj 
■+.p'«-3p«p''^^.p3.(6i«-3i,'/ïèVrj 

+ p'»-2p«p''-i<p^.p2,^ÔOT.2^'«pV^4Vr.i^ 
+ p'»-ip«-2p'^(pa.D.{è'»-»p'2,(i'«-2^Vry| 

H- p'"->p«-ip''-l(p^.D. {i'»-*X>'.(6'«-ÏD '.6'''"-i)| 

^pwp«-3pr^^.ô'»p'3.(^,^«.3è''rj 
H-p'»p«-2pr.iÇ;^.iwgf2.(ôf«-2o\6'^r-i) 

+• p'^p"- 'p''-2(pa»6'^D', (6'«-ip''2, jvr-a^ 



H- p4(pa. p'". p^«. p'^''-4. 6''4 4- etc. 

H-.p2p2^^. p'«.p'«-2. (è'2pVr.2. 3^2^ 

-+- p^D^a. p«. p'«-5. (ô'3pVr . 1, ^V^ 
+ Dp5^^. p'«-^ (ôp^^ p'''--3. ^'^3) 

+ DDp2(pâ5.p«-l. { 6p^«-^(è'p''''-a.^>''^) I 
H'Dp2D<pa.p'«"l.{ip'«-2.(à^2çVr.i^Vj| 

-H P^P^<P^. p'«-^.(è2p^«.p'''*-^. Ô''2) 
4-p2DD^â^.p'«-2.|^i2p^«-i.(è^DVr-i3V^J 

+ p3D(pa. p'«-3.^63p^p'^r-i. jvj ^ ç^ç^ ^ Ç'"P''Ç'-^^^. è"'6'«p''3. ft^r-s 

L 1 
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H-p«p«-ip''-'(pa.è'«D'. (&^«-iD '. 6'^''-^) 

Dans cette expression ^ by V ^ b'^ doivent être considérés comme des premiers 
termes de polynôme. 

♦ 
162. Voici la loi qui régne dans cette formule. Pour déduire un terme quel- 
conque de cette formule du précédent , il suffit de faire varier a de b'^ dans 
chaque partie du terme donné , et encore a de b^ dans les parties où b'^ n est 
qu'à la première puissance ; puis de faire varier a àe b dans la seule dernière 
partie du terme , c est-à-dire dans celle où V^ est à la première puissance et 
où y n'entre pas : on prendra chaque fois la dérivée divisée suivante. Lorsque 
a varie de b'^ les exposans de b'^ augmentent, les indices de d' diminuent 
de Funité , et les b'^ se mettent sous les signes d , d' et n'' : lorsque a varie 
de y , les exposans de b^ augmentent et les indices de d' diminuent de l'unité, 
les y se mettent sous les signes d et d' : et lorsque a varie de b , lexposant 
de b augmente et l'indice de d diminue de l'unité ; è ne se met que sous le 
signe n* On rejette les parties dans lesquelles l'indice de d , ou de d' , ou de 
d'' deviendroit négatif. L'exposant de b ne peut pas devenir ^ m^ ni celui 
de y ^ n^ni celui de b'^'^r. (Comparez avec le n.^ i38.) 

i63. Si on veut lire la formule à rebours, en commençant par le terme 
p"*p«p^<p^. b^y^y^^ et remontant ; on verra encore fort aisément la loi qui 
règne dans les termes successifs , et de quelle manière ils se déduisent les uns 
des antres* En effet , l'inspection de la formule fait voir que cette loi consiste 
à faire varier a àe b dans chaque partie du terme donné ; ensuite à faire 
varier de plus a de y dans les parties où ^ a le plus haut exposant et n'est 
point affecté de d , c'est-à-dire dans les parties où se trouve b^ ; et enfin de 
faire encore varier a de è'' dans la partie où ^ et y ont les plus hauts expo- 
sans , sans D ni b' , c'est-à-dire dans la partie où entre b'^y^. On prend chaque 
fois la dérivée divisée inverse correspondante. Dans ce cas , lorsque a varie 
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de h , les exposans de b diminuent et les indices de d augmentent chacun dfe 
1 unité ; lorsque a varie de V , les exposans de h diminuent , les indices de ri 
augmentent de l'unité; et lorsque a varie de V^ ^ lexposant de â*' diminue, 
Ixndice de d'' augmente de l'unité. Le signe d affecte h ^ d^ , ^' , d'' et ^'' ; Iç 
signe d^ affecte b , d'' et ^'' , et le signe d'^ seulement è''. On rejette les partie^ 
où un exposant deviendroit négatif, et celles où l'exposant de è'' seroit zéro, 
( Comparez avec le n.^ iSg. ) 

164. On tire de cette dernière loi la règle suivante pour calculer isolément 
le développement réduit d'un coefficient quelconque , en déduisant les termes 
les uns des autres. ^ 

^ RÈGLE. 

Pour déduire d*un terme donné et réduit d'un coefficient quelconque le 
terme suivant , en remontant dans la formule précédente : 

1.^ Diminuez dans chaque partie du terme donné les exposans de b de 
Vunité ; faites ensuite une dérivation divisée d sur toutes les quantités poly- 
nomiales , tant accentuées que non- accentuées, 

2.^ Dans les parties seules oit la puissance de b est la plus haute f son 
exposant peut même êtn^ zéro) et n'a subi aucune dérivation d, diminuez 
de plus de Vunité les exposans de U , et faites une dérivation divisée v! sur 
toutes les quantités polynomiales accentuées y sans toucher à celles qui ne 
portent pas d'accent, 

3.^ Enfin dans la seule partie du terme donné où la puissance de b et 
celle de V sont à la fois les plus grandes et n'ont pas subi de dérivation ; 
diminuez encore de l'unité l'exposant de V\ et faites une dérivation divisée 
jy\ mais sur les seules quantités affectées des accens '^, précédés de la virgule, 
sans toucher aux autres quantités polynomiales sans accent ou avec les 
accens ' sans virgule. 

Chaque fois qu'on diminue un exposant de l'unité, on aura soin de rejeter 
les parties qui ne contiennent pas la lettre b ou V Ou V^ dont on diminue 
V exposant ; et on fera les changemens convenables sur les coèfficiens numé*^ 
riques, changemens qui s'opèrent toujours par le procédé indiqué au n.^ 148. 

Quand on fait une dérivation d, les quantités sans accent doivent être 
considérées comme indépendantes de celles qui portent les accens ' et '' , et 
celles qui portent les accens ' comme indépendantes de ces dernières avec 



^ 
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lès accens *^ On regardera aussi comme indépendantes les quantités qui 
portent un nombre différent des mêmes accens : mais on regardera comme 
dépendantes les unes des autres , les quantités qui portent un même nombre 
des mêmes accens, ou celles qui sont sans accent. Quand on fait une déri-^ 
cation d' , laquelle ne s opère que sur les seules quantités accentuées , on 
regardera comme dépendantes les unes des autres les seules quantités à 
accens simples ' oà le nombre des accens change avec la lettre, comme c, 
d^ , é^ , y''' , etc. ; les autres étant indépendantes. Enfin quand on fait une 
dérivation d'^ sur les seules quantités affectées d' accens '' avec ^virgule , on 
regardera ces quantités comme dépendantes les unes des autres. 
L'exemple suivant va éclaircir m que nous venons de dire. 

i65. On demande, par exemple, le coefficient réduit de x'^y'^z'^^ repré- 
senté par p2.p'2.p''2.^^. On forme d'abord le terme ^^^'^^'^(pa.b^V^W^^ du- 
quel on déduit ensuite tous les autres par la règle , comme il suit : 

P2p2ç2(p^. 62è'2^V2 

- P2 Dp2(pa. i2 (6^ Q jV' + cH'^^) 

hp2p2D(p^. 32^^V ,* 

- ^^^^(pa.{y^2b'^d'^ -+- c '2) ^ Qi^c' QiV + {2Vd^ -f- c'2)èv,| 
-jy^^D(pa.\b{y^d'^^ + qZ^W^') 4- c.ôVj 

-p2p2<p^.è2.(c2AV^//V^^P/2) 

-p2DD^a.i2(^/^nn^^ff^',/) 
•^ y^D(pa.{b^^e'f + QfcV^'^' + (Qi^J^ ^ c'2) e''/| 

-+- DDD(p. {6(iV'" + C'^'^'' -h C^^d'^' H- ^ VO + C(i'rf^'" -H C^^C^^)\ 

•4-p2DÇ,^.32e^/'/f 

4- DD(pa. {&/"''' 4- ce™} 

^jxpa.gf''^^ i66. 
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166. En suivant toujours la même voie que n.^ 161 , il ne sera pas difficile 
de trouver la formule générale en h\^ V , V^ , V'^ , pour le coefficient du terme 
quelconque, affecté de x'^y'^z^u^ dans le développement d'une fonction quel- 
conque de polynôme quadruple , 

( a ^ hx + c.r2 + etc. 

+ Vy + c\xy + etc. 

+ V^z + c'^^2 + etc. 

+ ï?'^u + c^xz + etc. 



<P 



+ dyz + etc. 

+ c^^z'^ + etc. 

+ c'^xu + etc. 

+ c^^'^yu + etQ. 

+ c^'^zu + etc. 



+ c 



?n\ 



i/2 



+ etc. 
+ etc. 



coefficient qui est représenté par l'expression p'^.p'''. p'^^ p"^^(p^. Nous ne 
nous y arrêterons pas , parce qu'au besoin le lecteur formera facilement 
cette formulé , guidé uniquement par le fil de l'analogie ; et il en déduira 
la règle pour calculer le développement complet et réduit. 



167. Retournons à la formule du n.^ 161 , et tirons-en la règle pour dé- 
duire par dérivation les uns des autres les coëfficiens des termes de la série 
affectés des mêmes puissances de jk ^t de z et des puissances successives de œ. 

Si dans la formule citée on fait successivement m = o , 1 , q , 3 , etc. , et que 
pour chacune de ces valeurs on fasse /z = o , 1 , Q , 3 , etc. , et que pareillement 
pour chacune de ces valeurs de ttz et de /z on fasse r = o , 1 , a , 3 , etc. ; 
qu'on ait soin de rejeter tous les termes où les indices et les exposans 
deviennent négatifs , ainsi que ceux qui disparoissent d'eux-mêmes , parce 
qu'un de leurs facteurs devient zéro ; on tirera de la formule générale toutes 
les formules particulières pour les coëfficiens des termes de la série du déve- 
loppement. On peut encore se servir pour former ces formules particulières 
des lois des n.°^ 162 et i63. On aura, de l'une ou de Vautre manière, pour les 
coëfficiens de y'^z'^ , xy'^z'^ , x^y'^z"^ , par exemple , ceux qui suivent : 

M m 



i38 



D U 
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H- p2D(p^. D. (è'^D^è'O 
+ Dp2(p/r/. ip'2. i'^2 

H- p2p2<p^z. D. {V'^y^'^) 

+ DDp2(p^.l^D^(6'è'^2) 

+ r>p^i>(P^.iè'2D^6'' 
-4- Dp2p2(pa.è6'2è''2 



xy'^z- --Hd^P^. p2. d'2. d''.Z^'' ^^2^2. 

•+-p2(p<2.p2.p'2.^V2 

-|-DD^^.p2.D'.(Z^V'.Z»'^) 
-f- DD(p^. D. ( Z^p'2. D^ Z^'^) 

H- Dp2(p^. p2. D^ {Vy^'^) 
H- p2D(p^. p2, {V'^YyK V^) 

+ Dp2(p<3^. D. (^p^^. ^''^) 
+ p2D(p^.^2ç^2.D'/J,V 

+ p2p2(7)^.p2. (^>^2^'^2) 
+ p2p2^^.Z»2p'2./,V2 

•4- D2DD(p<2. Z'2D^ (Z^'d'^ y^) 

-|-Dp2p2(p^.D. (hy-^b'^'^) 

-H p2Dp2<p/^. 32J)', (è'6''2) 

-H p2p2D(pa. b^y^D^ V^ 

+ p2p2p2(p^/, è2Z^'2è'^2 



i68. Ces termes suffisent pour faire connoître la loi de dérivation ; car on 
voit que pour déduire d'un coefficient donné celui du terme de la série où oo 
est élevé à une puissance plus haute de l'unité, il faut i.^, prendre la dérivée 
divisée d de toutes les quantités polynomiales de chaque partie de terme ; 
2.*^, que dans les parties de chaque terme où ^ a le plus haut exposant (cet 
exposant peut même être zéro ) et n'est pas affecté de d , il faut de plus changer 
un y en b ^ et faire une dérivation divisée d' sur les V et b'^ seulement; 3.^, 
qu'il faut encore, dans la partie de chaque terme où b et Z^'ont les plus hauts 
exposans et ne sont pas affectés de d ou de d^, changer un b'^ en b^ et faire 
une dérivation divisée d'' sur les Z^'' seulement ; 4.^ enfin, que dans le dernier 
terme du coefficient donné il faut faire encore une dérivation divisée sur (pa 
en faisant varier a Ae b. 
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Lorsqu'on fait les dérivations d , les indices des d qui affectent (pa demeu- 
rent les mêmes que dans le terme donné ; mais lorsqu'on change un l?^ en b 
ou un b'' en ^, ces indices changent aussi, de manière qu'ils soient toujours 
égaux aux exposans respectifs de Z» , b^ ^ V^. 

i6g. De cette loi découle la règle suivante pour les développemens réduits 
des coëfficiens. 

Règle. 

Etant donné le dé^'eloppement réduit de T>^.B'^.D'^^.(pa , coefficient de 
x^j^z'' y pour en déduire le dé'^eloppement réduit de 0^"+^ p'". D''^<p^, coef- 
ficient de x^-^ ^y^^^ y 1'^ dans chaque partie de terme du coefficient donné 
faites une dérivation divisée d sur toutes les quantités polynomiales , accen- 
tuées et non accentuées ; 2.^ dans les parties de chaque tenne du coefficient 
donné oie b a le plus haut exposant et napas subi de dérivation , diminuez 
l'exposant de V de V unité dans tous les produits qui contiennent U , en rejetant 
ceux où V n entre pas , multipliez par b , faites les changeniens convenables 
sur les coëfficiens numériques ; et faites ensuite une dérivation divisée d' sur 
toutes les quantités accentuées ; 3.^ dans la partie de chaque terme du coef- 
ficient donné où b et V ont les plus hauts exposans et nont pas subi de 
dérivation y diminuez encore de l'unité chaque exposant de V^ , en rejetant 
les produits où V^ neutre pas y multipliez par b, et faites une dérivation 
divisée d'^ sur les seules quantités qui portent V accent '' ; 4«° enfin y dans le 
dernier terme du coefficient donné faites encore une dérivation divisée d 
en faisant ^varier a de b dans (pa. 

Quant aux indices des d devant (pa , observez ce qui a été dit n,^ i68; 
et quant aux quantités que dans les dérivations il faut considérer comme 
dépendantes ou indépendantes les unes des autres , observez ce qui a été 
prescrit dans la règle du n.^ 164. 

Au moyen de cette règle on pourra trouver tous les termes du développe- 
ment réduit de la fonction ; car on peut trouver par la règle du n.^ i4'2 
ou par celle du n.<^ 148 tous les termes'*affectés des différentes puissances de 
y et àe z sans a;, et on en déduira ensuite par la règle actuelle tous ceux 
affectés en outre des puissances successives de x. 

170. On peut aussi déduire les coëfficiens les uns des autres en cherchant 
ceux des termes de la série où les exposans de y vont en augmentant , les 



exposans de ^ et de 2 demeurant les mêmes ; ou bien en cherchant les coëf- 
ficiens des termes de la série où les exposans de z vont en augmentant , ceux 
de r et de j demeurant les mêmes. Pour cela^ au lieu de développer la formule 
i)'".p^^r)'''".(p^, on développera celles-ci ç'^d"*. p''''. (p<2 , ou p'\ p'". p'^^^a^ qui ne 
différent de la première que par Tordre dans lequel se fout les dérivations; 
et Ton déduira de ces développemens en ^, l?^ et b'^ , les règles convenables. 

171. Si Ton compare la règle du n.° 169 avec celle du n,^ 148, il sera 
facile de l'étendre au cas des fonctions d'un polynôme quadruple, n.° 166, 
pour déduire du développement réduit de p'". p''*. p'^'". p"'^ (pa celui de 
pm-f- 1^ p^/i.p''^ p"^^ ^^ j et lanalogie suffira pour l'étendre encore aux fonctions 
d'un polynôme quintuple , etc. 

(V.) 

1 72. La seconde méthode dont nous avons fait usage n,® 1 5 1 et suîv. pour 
résoudre le problème proposé au n.^ i3i sur les polynômes doubles, s'ap-^ 
plique naturellement au développement des fonctions des polynômes triples , 
au moyen de la considération suivante. 

Si l'on compare entre eux le polynôme double n.^ i3i et le polynôme triple 
n.<* 160 , et qu'on fasse pour un instant x = 1 ety= 1 , le polynôme double 
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ae^ 


renai 


it 




a -+- b -^ c 


^ d 


H- etc* 












^ b' + d 


+ d^ 




etc. 
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etc. 
etc. 
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on 


voit 


que, 


pour 


en déduire le polynôme triple 


, il suffit de 


changer 










b en b -^ V^z , 


















V demeurant invariable 


î; 














<r en c -1- c^z -h c^^z'^ , 
















c' en c' H- c^'^z , 











c" demeurant invariable ; ( ^ ) 

^ en ^ -+- d''z H- ^'"z2 _^_ d^n^^ ^ 
d' en d' + d'"z + d'''<z^ , 
^"en^" +d"''z, 
d'" demeurant invariable , 

et 
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et ainsi de suite par rapport à e, e', e^\ e"\ e'^, etc. ; où l'on observe, comme 
ri.° 160 , que le nombre total des accens , tant avant qu'après la virgule, ne 
peut jamais surpasser le quantième de la lettre dans Tordre alphabétique 
moins un. 

De là il s ensuit que si on a le coefficient p'".p'".(p/2 de x^'j"^ tout développé 
et réduit, pour en déduire successivement les coëfficiens suivans de x'^-y^z^ 
^m-2^«2.2, x^^'^jy^z'^^ etc. , il suffit de considérer dans le coefficient donné chaque 
produit comme une origine particulière de dérivation ; de regarder les lettres 
h^ h\ Cyc'y c'\ dy d\ d^\ d^^\ e ^ é etc. comme indépendantes les unes des 
autres , et chacune comme un premier terme de polynôme ; de substituer à la 
place de ces lettres leurs valeurs précédentes (^), et de développer les expres- 
sions résultant de ces substitutions suivant les puissances de ^, par les règles 
du §. L", article second, modifiées comme au n.^ i56. Les coëfficiens de 
z, z2 , z5, etc. qu'on trouvera ainsi, seront ceux de x^'^y^z^ x^^-^y^z'^ ^ 
x^'^y'^z^y etc. respectivement , c'est - à - dire , les développemens réduits de 

j^m-i^çln^^'f(pa ^ D'^-^.d'''. p''2.Ç)<Q^^ p'»-^. p'«, ç''3.(p^^ etc. 

173. Pour éclaircir ce procédé par un exemple, supposons qu'on veuille 
avoir l'es coëfficiens développés et réduits de x-f'^z^ xy'^z^ , y^z"^. On prendra 
dans la série du n.^ 1 5 7 le coefficient de x^y^ ; d'où Ton déduira successive- 
ment les coëfficiens demandés, ainsi qu'il suit : 

Le coefficient de x^y^z sera 

^- p^(P^. (Qia'''' + Q^'^d'^ I + QZ^'d''^ j H- QC^'''' H- QC^^^^^ 

^ ^''' j 3b2c'c'^^3b\cc^^\^3b2c^c^'^ H- 3b\^^ \-^3b' (acc^'^ ^ qc'V) 

+ ^^(pa.3ob''y^W. 

Le coefficient de xy^z"^ , déduit du précédent , sera 

+ p^(P^.(QZ^e™+2iV''qH^Qè'6^''^'|-hQc''^'^^^^ 

3 {^hhU^^'' + 36''^^''! H- ^hVd^'^' -}- (^VWd''^\^3V^-d'''\-^ ^ 



"^^ ^"' l 3i2c'V"4- 3è'' Qc'V^ 1+ 3*c'''^ 4- 3^''2c'c''' |-+- 3h'{%c'é'^-^ Qc'V)j 
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Le coefficient de y^z^ , déduit du précédent, sera 

^^^(pa. (3i''2^'''' 1 4-6i'èV' 1-1^ 3Z^'2^''''| 36''qc'V^ | 4- S^^V^^ | -|- 36^;c V^) 

Puisqu'on sait calculer tous les coëfficîens des termes sans z par le procédé 
du n.® i56, et que par le procédé actuel on peut en déduire tous les termes 
affectés des puissances successives de z ; il est clair qu'en réunissant ces 
procédés on peut développer entièrement une fonction de polynôme triple, 
ou pousser ce développement aussi loin qu'on voudra, s'il est de nature à 
ne pas se terminer. 

s- II. 

Des Jonctions de deux ou de plusieurs polynômes doubles 

ou triples. 
174. Les problèmes dont nous allons nous occuper sont des plus compliqués, 
à cause de la multitude des quantités qu'ils entraînent ; leurs solutions ce- 
pendant deviennent très-faciles par ce qui précède : elles résultent naturel- 
lement de la combinaison des règles et des formules de cet article et des* 
articles précédens. Aussi me contenterai - je presque toujours dans ce para- 
graphe de présenter les formules générales, sans m'appesantir sur les règles 
de dérivation qui en découlent , et qu'on en tirera sans peine en suivant 
toujours la même marche que dans le paragraphe précèdent. 

(I.) 

Problème. 
176. Développer le produit de deux polynômes doubles, 

a-^bx^cx^ +c?a;3 +etc. \ fa + êoJH-yx^ +(^x3 --f-etc. 
-^-^yj-^c^xj-^-d^xy +etc. / 1 '+'ëj'^-y^xy'^Sxy +etc. 

H- c'y 2 ^ d"xj2 -^■ etc. > X \ -+- y 'y ^ -1- S'^^y + ^^^- ; > 

^d^y^ -h etc. l / H-(î>5 ^-etc. 

-f-etc. ; V H- etc. 

en une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de x et de 
^ , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 
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iy6. Le coefficient du terme quelconque de la série affecté de x^y^ peut 
se représenter par p'».i?^''. {aoc) y a et oc étant indépendans lun de l'autre ; c est ce 
dont il est facile de s'assurer en réfléchissant à ce qui a été dit au n.^ i32 : il 
ne s'agit plus que de développer l'expression précédente ; or , si on développe 
d'abord p'".(^^) ptr le théorème du n.° 87, et qu'ensuite on affecte tout de 
p"* , on aura 

^ (ûb'^'.cc •+- p^^.p'''-^^ + p'^-^-p'^-^-a -}- p'5.^.p^«-5.^ 4. etc.) 

( + p'«-%.p'3.a5 -I- p^^-a.a.p^^,^ + P^^-^^.d'.oj + p^^.aXojy 

A présent , tous les termes étant affectés de p"* , on en développera chacun 
en particulier par rapport à p'" par le même théorème du n.^ 87, et l'on aura 

rzp'«.p'«.a? -+- D.^ï.p'^-'.p'^As -h- p^.^.p'^-^p^^o: ^- etc. H- p'^.âJ.p'''.^ 
H-. D^^.p'".p'«-^a5-f-D.D^^.p'«Vp^''-^û5^-p2.D^^.p'«-^p'«Va 4-etc.-^ 
H-p'2\^.p'".p'«-2aj-4-D.p'2.^.p'»:'p'«-^.aH-p2.p'2.^.p'«;^^ 
^~etc • . . • 4- etc. 

4- p^^:^^.p'".p'2.a5 -+- etc. + p'«;2p^/i-.2^.p2.p'2.^ 4_ cm- i.p'«-2^.D.p'2.aî -^pm.çf n-a^ ^fo,^ 

^-.p'«-^a.p'".D^a•4-etc. +p'«-2p^«-^^.pW.a-4-p'«-'.p'«-^^.D.D'.a5-f-p'",p'«-i.^.D'.aj 
+ p'«.^.p'«.âjH-etc. 4-p'«-^p'''.^.p2.aj +p^-^p'«.^.D.a5-f-p'«.p^^^.a. 

La loi est facile à saisir dans cette formule sous forme de rectangle : mais 
on peut encore mettre la formule sous la forme rhomboïdale , en ordonnant 
par rapport aux dimensions des d et p' qui affectent ^ , ou de ceux qui affec- 
tent OC' La voici sous une de ces dernières formes. 

Théorème. 
1 77. Le coefficient du terme quelconque affecté de x"y^ dans la série résul- 
tant du développement du produit de deux polynômes doubles , indépendans 
l'un de l'autre , peut s'exprimer par cette formule : 

p'«.p'«.(a^) = 
a.p'^.p'^txj + D^^.p'».p'«-^« +p'^.^.p'".p'"'^.Aj -+'p'3.a.p'«.p^«"'2.« 

-H D.^p"*-^p'^« + D.D'.â^.p"»-i.p'«-v^ +D.p^2.^.pw-i^pf«.2^ 

•4- p2.^7. p'"-^. p'«. et 4- p^.DÎ^Ï. p"»- ^ p^« - 1. (i^ 
4-p5.^.p'"-3.p''».t« 
4- etc 4 .....;.... ; . 4- etc. 
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^pw p'rt-3.^,ç'3,^ +p'".p^«-^.^.p'2,^ +p'».p'«-^^. d'.oj h- P'». p^^é^.ftî. 

La loi qu'il faut suivre pour déduire les termes de cette formule les uns des 
autres ^ soit qu on lise la formule telle qu'elle se trouve ici , soit qu'on la lise à 
rebours , se présente d'elle-même , et il est inutile de Ténoncer. 

178. Si dans la formule précédente , sous forme de rectangle (n.^ 176), on 
fait m = o, i,Q,3,4, etc. successivement, et pour chacune de ces valeurs 
72=:o, 1, 2, 3, 4, etc. 5 et qu'on ait soin de rejeter les termes où les indices 
de D ou de d' seroient négatifs , on aura les coëflîciens des termes successifs 
du développement du produit proposé. La formule donne de cette manière 
pour les coëfficiens de xy^ , x^y^ , x-j^ , 



^p2.p^2.^ + D,^^j)^pf2.^^_p2.^.p^2.^ 

-4-D'.<2.p2.D'.a-f-D.D'.â^.D.D^,Ctf+p2.D^^.D.aJ 

4-p'2.^.p2.^ + D.p'2.^.D.a5-Hp2.p'2.^.^^ 



^p5.p'2.ft5H-D.a.p2.p'2.a5 + p2.^.ï>.Ç^^.ûJH-ç5.^,p'2.^ 

c et. V 

+ p^2.^.p5.a{-4-D.p'2.^.D2.a5-hp2.p'2a.D.Ctf + p3p\^.^^ 



p2.p .(aûc)= gl Yoxi examine de quelle manière les 

^p2.p'3.flfH-D.^.D.p^3.^^p2.^.p^3.^ termes de p^-p'^-C^^)? et ensuite ceux de 

+ D^^.p2.p'2,^-4-D.D'.^.i3.p'2.^>^p2.D^.^,p^2^ ]^2.i^'3,(^^)^se forment d'après les termes de 

-i-i;)'2.a.i;)2,D'.a5H-D.D'2.^.D.D'.a-l-D2.D'2.^.D'.a p2.p'2.(^^)^ on en conclura facilement la 

^-p'5.^,p2.^ + D.p'3.^.D.^ + p2.p'5.a.aj. règle suivante. 

RÈGLE. 

Le dé\^eloppement de T)^.T)^^,{aoc) étant donné, pour en déduire celui de 
P'" + ^d'''. (^oj) ^ prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante D de 
oc seul et de ses dérivées , et dans les termes seuls oit se trouvent les plus 
hautes dérivées D de a^ savoir celles de V ordre m , prenez encore la dérivée 
divisée suivante D de a , et cela dans chacun de ces tenues, 
' Le développement de p'^.p'". (^oj) étant donné, pour en déduire celui de 
p'^.p'^-M.(aa), prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante d' de oc 
seul et de ses dérivées , et dans les seuls termes oit se trouvent les dérivées 



d' 
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D^ de a de V ordre n, prenez encore la dérivée divisée suivante d' de a ^ et 
cela dans chacun de ces termes. 

On formera facilement la règle lorsque les formules sont écrites sous la 
forme rhomboïdale comme au n.^ précédent, 

17g. Si Ton a le produit plus simple 

( ^ + ^o: -h c^2 ^ dx'^ + etc. ) X (û5 -I- êjK + y/^ + ^y^ + etc. ) 

à développer; on voit que dans ce cas ç^^.^ = ç'^.c» sans accent, puisque 
les coëfficiens de y n'en portent pas , et que toutes les dérivées d' de ^, aussi 
bien que toutes les dérivées d de ^, sont zéro : ainsi le coefficient de x'^y^ 
se réduit dans ce cas au seul monôme p'".^. p^of. 

180. Si Ton avoit à développer le produit de trois polynômes doubles , 
îndépendans , 

'aH-bx--f-ca?2 -f-etc. "j fa-^bx -{-cx^ H-etc ^ roc-\-Sx -+-yx'2 H-etc. 

-^iy-^dxy-^-etcJ j -^-Z^y-f-c'aj + etcf \ -4-6*|/+y^j^-f-etc.j 

-4- c'y 2 ^ etc. ( j 4- c'y2 ^ etc. ( \ + y |y2 ^-etc. ^ ^ 

-Hetc. J [ +etc. ; ( H-etc 

on suivroit la même voie que n.^ 176 , et l'on auroit pour le coefficient du 
terme affecté de x*y^ dans le développement , 

p'^.ja^. D'«.aj + d'. {aa). d'«- i.oj + p'^. ^^a). p'^^-s.^ ^ etc. + ^\ (a^) X«} , 
formule qu'il est facile de développer ultérieurement. 

181. Enfin, la seconde méthode dont nous avons fait usage n.^ i5i et suiv. 
donne encore facilement la solution du problème du n.^ 175. En effet, si l'on 
veut avoir le coefficient du terme affecté de x'^y^ , on calculera le coefficient 
pw-h/i^ (^2^) de a;'" + «, comme si les polynômes proposés ne renfermoient point 
de y ; puis on en déduira le coefficient de x^y^ , qui est indiqué ici par 
'"po. p« + «.(^«). 

Veut-on, par exemple, le coefficient de x'^y'^? on développera p5.(aa:); 
ce qui donne 

^i -+- bg + cS ^ dy H- eÇ H- /«. 

O o 
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A présent on affecte chaque terme de '^y*^, et, en développant de nouveau, 
on trouve pour le coefficient de x^j^ , 

Cette méthode s'applique aussi au cas du n.^ précédent , etc. 

Problème. 

182. Etant proposé le produit de deux fonctions quelconques de polynôme 
double , 

aH-^x-4-cx2 +etc. "] f oc-hëoc H-ya;^ +etc. 

^-^y + c'a?y^-etc. r ] -+- Cy -i- y^xy-hetc. 

^\ ^cy^'+'etc.^^'^\ +yy3^-etc. 

H- etc. j r -+-etc. 

le développer en une série double , et calculer un terme quelconque de cette 
série indépendamment des autres. 



i83. Comme ce problème est important par les conséquences qu'on en 
peut tirer , nous allons en présenter différentes solutions. 

Première solution. Il suffit de mettre , dans la solution du problème pré- 
cédent , (pa au lieu de a , et -^oc au lieu de «; on aura ainsi , pour le coefficient 
de x'^y^ dans la série , 

+ etc H- etc. 

+P«'-2.g^ll-l,^^.p2.D^^^ -+- p'»-^. p^«. (pa. p2. ^^ 

H-p'".B'«-3.^^.p'5,^^ -4-p'".p"-2.(pa.p^2.^Qj +p'».p^«-l.(pa.D^^^aJ^-p'".p'^(pâ5.^|/^. 

On développera chaque partie de terme en particulier suivant les règles du 
paragraphe précédent. La loi suivant laquelle les termes de cette formule déri- 
vent les uns des autres est facile à saisir ; ainsi il est inutile de nous y arrêter. 
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184. Seconde solution. Si Ton développe iQ^'^.icpa.'^oei) au moyen de la 
formule générale du n.^ 100, on aura 

j.m \ cp^-p'''-\^a- H-D^a.p'«-^(è^4/a?)-l-p2^^.p'«-^.(^'2.^^) ^ etc. • ) , 

et si à présent on développe de la même manière chacun de ces termes affectés 
de p'», on trouve 

p'«.p^«.(^a.'v)/a) = 

(pflJ.p'».p'^\^^^-D(p^.p'"-^(^p'^\|/i:t)^~p^(p^.p'""2.(^2p'^^ 

4-D(pâ^.p'«.p'«-i.(^^\I;ûj) -HDD(p^.p'"-^{to^«-i.(/î''\|;a)| -H etc. H- p'«D^^.^'"p'«-^(^'.xj>aj) 
4-p2(P^.p'".p'''-2.(Z''2.^Qj)>^i)p2/p^.pw-i.|^p//i-2(^^2,^^ 

•4- etc -H etc. 

-+-p«-2(pa.p'».p^2.(i'/i-2^^) _j_ etc. •+- p'^-ip^-s^p^.D. { ^^'«-ip^s.^^^^/i-s^cks) 1 4- p'«p«-2(p^.^mpf2.(^«.2^^) 
-+-p'^-i(p^.p'«.D'.(i'''-/\);ftj) H-elc. -H p'«-'p«-i(p^r.D.[6«VD'.(6'«-.i\Paj)} + p'"p"-^(pa.i«D'.(i«V\J>^) 
H- p''^^^. p'^. ( y^'. -^oc ) -H etc. H- p'» - 1 P''<?>^ . D. (A'» - ' . 6'^ \j>aj) + p^ p« (p^. è"». 6'«. x^o: , 

formule sous la forme rectangulaire , à laquelle on peut donner la forme 
rhomboïdale suivante , en ordonnant par rapport au nombre des indices des 
D qui affectent (pa : 

p"'.p^((p^z.-4/a5) = 

(pa. p»». p'«. -vl^oj -hD(pa.p'».p'«-».(è^\pcï5) H-p2(pa.p'».p'«-2. ^^^^2,^^) 

•4-D(p)a.p'"-^(Ap'^\{;ctf) +DD,:pa.p'«-i. (<^p'«-».(è'.\{/af)) H- etc. 

■+- p2Ç)a;. p'»-2.(i2p^«.^^) 

H- etc. 

4-p'""^P''"^<P^.i>. lè'"'^D'.(è^''-^'vj;aj)| +p'»-ïp«(pa,D. {b'^'Ky'^.'^oc) 

H-p'^p^-s^pa. i'^p^^. (^/«-a,^^) ^-p'»p«-l(pa.i^D^(i'«-^^J/«) +p'^p''(pa.ô'«.è'^'v}/^. 

La loi suivant laquelle les termes se forment les uns des autres est facile à 
saisir , et les développemens ultérieurs n'offrent pas de difficulté. 
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i85. Troisième solution. Si dans Iqis polynômes proposés n.° lyS on fait 
a -^ bx '-\- cx^ H- etc. = p , b^ -^ c^x -+- dJx^ 4- etc. = q 



c 



ji 



d^^x + e^^x^ + etc. = r , d^^^ 4- <?'''aî + etc. = s , etc. ; 



ce +' f ^ 4- 7^2 H- etc.* = TT, £"' 4- y^^ H- (î^^^ ^- etc. = -ar, 
y 4- ^^x 4- s''^2 -I-. etc. = ç , ^^'' 4- s^^^x 4- etc. = (t , etc. ; 

le produit des fonctions proposées prendra cette forme, 

(p (;? 4- 17JK + O^^ "^ ^^^' ) X -vKtt 4- 'sry 4- fj^ ^ etc. ) , 

ce qui ramène le cas actuel à celui du n.^ 97, et Ion a, par la formule III 

du n.^ 102, pour le coefficient du terme affecté de jk" j 

4-p2^/?.\|>7r.p'''-^92 +P^^/^- »\p7r.p^«-^-(9^^) 

4-p^?)/?.4^7r.p^'*-^-9^ 

4- (p;?. p"\I/zr. 'ZtT'* 

4- D^p;?. p« - i-J/TT. ^^'^ - * 

4-etc 4- etc. 4-p2^/?.p''-^'vp7r.<723r«- 

■ I ' erc •....• 
4- p''<p/?. \)/7r. 7^ 

Maintenant , pour avoir le coefficient de x^j"^ , il suffit de mettre dans cette 
formule , au lieu de y^ , ^ , tt et «ar leurs valeurs précédentes en :r , et de 
calculer pour chaque partie de la formule le coefficient de x"^ , par le pro- 
cédé du n.^ 100 ; puis d'ordonner par rapport aux sommes des indices des d 
sans point qui affectent (pa et -^cc , en regardant comme premier terme la 
réunion des parties où les indices de d sont = 1 , comme second terme , la 
réunion des parties où les indices sont = 2 ou forment une somme égale 
à 2 , et ainsi de suite. 

186. Avec un peu d'attention, on pourra écrire sur-le-champ la formule 
qu'on cherche , en partant de la formule précédente ; car on verra que chaque 
partie de terme de cette dernière donnisra des parties pour chaque terme 
successivement dans la formule demandée , et Ton aura ainsi : 

c 



DBS DERIVATIONS. 



149 






etc. 



- D<P^. D\P«. p'«.p^«-^.(è'ë*^) + D<P«. P^-V^^- g'"- P'""^- (P^S^^) 

- p2^â5. -v^ctf. p«. p^« - ^ è'2 4- ^2(pa. D-vj>a5. p'". p^'*"^. (^'^5*') 
-(p^.DD^a5.p^-^(e^p'''^^0 tf v^ ^ b' fc' 



4- D(p^.D\^Af. p'«-^(e'p'''-^ ^0 



■D(pa.p2v)ya.p«-Ï. (Ap^«-2,ff'2) 



+ DD(p^.D^}ya5.p'"-^(^^p'«-^(^'g'^)) 



-4- (f)^. p'"p"\pa5. S^C''* 

+ D<p^. p'»'ip''\)yctf. èC'"*'*^^» 

^-etc 

•+- p2D(pâ^.p'«-2p«-l-vj/^.^2gV«.2^fg»^;2.l 

H-etc 



+ p2(p^. Dvp^. P'^ - ^. (W« - 1 . e*') 
-f-D(p^. p 2-4/05. p'^-^ce'^p'''- ^ ^') 

H- DD^a. vyl/cc. p'" - ^ (^f p'" " ^ ^' ) 

-4- p2D<P^. xJ/AJ. p'«-2.(^2g'/I-l. ^^) 



etc. 



etc. 



H- p^^P^. B^y^cc. S"*b^^ 

+ Dp«(pa. p'" - 1 -vj;^. Z^g*'» - 1 3'« 

+ p2p«(pa, pW-2^^.^2g>/«-2^^rt 

H-etc 

La loi qui règne dans cette formule s apperçoit sans beaucoup de peine , et 
Ton peut en déduire une règle pout former le développement réduit. Cepen- 
dant , pour mieux saisir cette loi , on peut prendre pour m et n différentes 
petites valeurs , comme c^ et a ^ q et 3 , afin d avoir facilement tous les termes 



l5o V V CALCUL 

du coefficient entier : ce moyen serviroit encore à vérifier la formule, si 
cela étoit nécessaire , en comparant ces résultats particuliers avec ceux que 
donneroient les deux solutions précédentes. 

1 87. Ajoutons ici un seul exemple , lequel , quoiqu'il n'offre qu'un des cas 
des plus simples du problème précédent, conduit cependant à la solution 
générale de la question suivante : Etant donnée la fraction génératrice d une 
série récurrente double, d'un ordre quelconque, trouver un terme quelconque 
de cette série indépendamment des autres ; matière qui est de la plus grande 
importance dans la théorie des probabilités. 

Exemple. 

Étant donnée la fraction suivante , où le numérateur et le dénominateur 
sont des polynômes doubles quelconques. 



a -{- bjc -\- cx^ -4- dx^ 


+ etc. 


-1- 1,'y 4, c'xy -\- d'xy 


-4- etc. 


4- c"j^ -f- d"xj^ 


4- etc. 


-H d'y^ 


+ etc. 




+ etc. 


a -4- ê'j? H- yx- -+- ât^ 


4- etc. 


-f- Cy 'h y'xj H- $'xy 


-+- etc. 


■+• y"y ■+- ^"^f^ 


H- etc. 


+ J">3 


H- etc. 



* + etc. 
la développer en une série double , et calculer un terme quelconque de cette 
série indépendamment des autres. 

Il suffira de faire dans les solutions précédentes (pa = a^ et -^oc = ocT'^. 
Ainsi la première solution, n.^ i83^ donnera pour le terme général affecté 
de x"^y^^ en écrivant la formule à rebours, ce qui est plus avantageux, 

+ am,n-l*'o'.(Z'^ + ^m-I,«.l.D.D^cC-* + CtC 





+ ^«,«.S.Ç'^.A5-* 


4- c".D'». d''^-^.^-^ 


+ &'.Ç'^.p'« -'.«;-* + a.p'».p'^^-« 
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188. Si Ion veut ordonner le développement par rapport aux puissances 
négatives de ^, la seconde solution, n.^ 184, donnera, en faisant ^a^zsxu"^^ 

et y^oc == Cl j 



05 



^m,;. — (a5-2.p'".p^''-^(e''^) -+- 05-5. p^.p''^-2.(g=.X^) 



1. Q...(A7Z- i)X l.Q...^ 
, 1. 2.... (r?l + 72' 1) ^ I ^K>f X i- 2.... ( 777 + r/ ) ^ _, 

1. Q...77ZX l.Q. C^-l) 1.2...77ÏX 1. 2... 7^ 

Le développement ultérieur n'a plus de difficulté. 

On peut aussi faire (pa ==1 a , -^oc ^=. oc^^ ^ dans la formule du n.° 186 , et 
Ton aura ainsi trois formules pour l'expression du coefficient d'un terme quel- 
conque de la série cherchée. 

189. Enfin , la seconde méthode des n.°^ i5i et suivans donne facilement le 
développement réduit de la série qu'on demande dans le problème précédent. 
En effet on n'a qu'à calculer le coefficient réduit de x"^ par, une des formules 
dun.^ 102 : puis, en y appliquant la méthode, on en déduira très-facilement les 
coëfficiens de o:"-^^, x'^-^j^^^ cr^-^j^^, etc. Nous nous contenterons de donner 
par ce moyen le développement réduit des premiers termes de la série de 
l'exemple précédent. Le voici : 
'Ka ■+- {où'\b '-'oc-^^Qa)x + |ûj- ^ c - 0^-2 (g'è + y^) + aj"^. 6^^^ | ^2 

et ainsi de suite. 

Les termes affectés de a;, x^, x^y etc. se déduisent d'abord les uns des autres 



C6 
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et forment les termes supérieurs des colonnes; ensuite , dans chaque colonne, 
on tire du terme supérieur tous les autres termes de la colonne en descendant, 
par exemple du terme affecté de x^^ ceux affectés de aoy^ ^J^^i y^* 

(IL) 

190. Dans les formules précédentes les polynômes différens entrent chacun 
sous une fonction particulière , et les ^ et ^ dans les développemens en l? ^ C 
demeurent séparés lun de Vautre , chacun sous son signe de fonction , ce qui 
est cause qu'on peut varier les solutions et présenter les formules générales 
sous différentes formes : passons à présent à des cas plus étendus, où les poly- 
nômes entrent d une manière quelconque dans la même fonction et où la 
séparation des a et des ce n'a plus lieu généralement. 

Problème. 

Développer la fonction de deux polynômes simples , l'un ordonné par rapport 
à X , l'autre par rapport à y , 

(p{a'^bx-\-' cx^ -4- dx^ + etc. , cc-h- Cj -+- yj^ -h Sj'^ + etc. ) , •••(!) 
en une série double , et trouver le terme général de cette série. 



191. La considération suivante, qui sert dans plusieurs cas analogues, 
donne sur-le-champ la solution de la question. 

Supposons d'abord qu'au lieu de la fonction proposée on ait seulement 
à développer , suivant les puissances de j^ , la fonction 

(p(a,oc-\-Cj + yj2 -hSjy'^ -H etc.) , (q) 

a étant constant; je la développe par la formule du n.^ qî ^ et je trouve, 
pour la série ordonnée suivant y , 



P'2(p(^,a),g^^ 



•^^'Cpia.u^.ç^e y^ 



H- etc. , . . . ( 3 ) 



où les virgules qui affectent les d sans point , placés avant les <p , ont la 
signification que nous leur avons donnée au n.^ 111. 

A présent on n'a qu'à remettre a -}- bx ^ cx^ -+- dx^ + etc. à la place de 
a dans la série ( 3 ) , et , en faisant varier a , développer chaque terme de 
cette série suivant les puissances de x , par le même n.^ et 1 , et, Ton aura , 
en écrivant A au lieu de (p {a^cc) , 
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(p{a -^bx-^ cx"^ + dx^ + etc. , oc --h Cy -+- yf^ -+- hy^ 4- etc.) = • • . • (4) 

^ + Di»^.^.a; + (D^»^.D,èH-p2,^,^2)^2 -f.(Di'^.p2.^+p2^.D.^2^p3,^,^3^3-+-etc, 

+ (D»i^.D.g*4-p'^-^.ff^)j2 H-(pi»i-^.Z^D.f+pi>2^.£'2^)^2^etc. 

H-(D'i^.p2.e*+p»2^.D.e^^ + p>3^,ë*3jj3 + etc. 

-4- etc. 

192. Quant à l'expression du terme général affecté de x'"^'^ , on y parvient 
de la même manière : en effet on a, pour le coefficient de j^'* dans la série (3), 

D,î^.p''-i.g'-f- p'2^.p«-2.g»2 ^ p,3^.p«-3.g'3 ^_ etc. + p'»^.ff« (5 ) 

A présent on fera varier a seul dans ^ ; et , en prenant la dérivée divisée p*" de 
chaque terme , on aura , pour le coefficient de x^y^ , 

(pi>i^.p'»-i.è H-p2,ï^.p«-2.è2 H- p3,i^.p«-3.^3 -^ etc. -H p"''»^.^'«).p''-*.C 
4-(p*'^^.p'""*.^^-p2'^-/^.p'"-«.^2 H-p3,2^.çw.3.è3 +etc. 4- p'»>a^.è'»).p«-2.g»2 
4-(p^3^.p'»-i.^ + p2>3^.p'»-2.Z^2 ^ p3,3^.p«.3.è3 + etc. 4- p'«»3-^.^"»).p«-3.ff3 ...(6) 

+ etc. 4- etc. 

4- (pi''»^.p'«-i.* + p5»«.^.p«-2.^^2 ^« p3,«^.p«-3.^3 ^ etc. + p"'>«-/^.è«).S«. 

Il est inutile de remarquer que dans cette expression p^»^) par exemple, 
est la même chose que p^'P»^ , conformément à ce qui a été dit au n.^ m. 

On peut mettre cette expression sous la forme suivante, si on le juge à propos, 

pi,i^.pm-i,^ pn-i.g» 4-p2,i^. p«-a.^2.p/z-i.g» 4-p3,i^. p«-^.^3.pn-i,g» 

H-pl'2^,pm.I.^.p/2-2.f2 +p2,2^.p»l-2,^2.p«.3,g^2 

+ pi3^. ^'"'Kb. D''-\C'^ 
-4- etc H- etc. ... (7) 

^pw-i,/r-i^^j3^^»f-i .pg>/ï-, 4-p»ï,«-ly^.^»ïD.g^/i-J 

+ p'»-2>«-^.p2.Z>'« - 2, g'/x ^ D"»-''»^. D. b"^- '. g*« -f- p'»*"^. ^'"5'^ 

Si on avoit à trouver le coefficient du terme général affecté de x^y'^z^ dans 
la série triple qui résulte du développement d une fonction quelconque de 
trois séries simples ordonnées, Tune suivant o;^ l'autre suivant jj^, et la troisième 
suivant z ; alors on auroit A ==(p(ay a^ ce) : mettant cette valeur dans la formule 
(7), et raisonnant ensuite et opérant sur cette formule comme nous lavons 
fait sur la formule ( 5 ) , en faisant ici varier a , on oÎDtiendroit lexpression 
du coëfFicient cherché. q 
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Problème. 

193. On propose de développer en une série double une fonction quel- 
conque de deux polynômes doubles indépendans , savoir : 

a + bx + cx^ + etc. ^ ( ce + S^c + yx^ + etc. 
+ by + c\xy + etc. f j + C[y + y'xj + etc. 
+ c^y^ + etc. ( / + yy^ + etc. 

'+ etc. j V + etc. 

et de calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 



(p 



Ce problème est d une très-grande étendue ; nous suivrons pour le résoudre 
une analyse pareille à celle de la troisième solution des n.^^ i85 et 186. 

194. Donnons à /?, ^7, etc. tt, 'zs*^ etc. les mêmes valeurs en x que n.^ i85; 
la fonction proposée prendra cette forme , 

^{P + ^y + O^^ + ^^^' , TT + '^JK + fjK^ + etc.), 
et la formule du n.° ii5 donnera pour le coefficient du terme quelconque 
affecté de j" l'expression suivante , dans laquelle les virgules qui affectent 
D ont la signification que nous leur avons assignée au n.° 1 1 î ? 

+ D»'(p(/7,7r).p'''-^9^ + ^'''(p(p,7r).^'^'^.{q^) +p^'^(p(/^,7r).p'«-^.(^^2) 

+ p2'(p(/?,7r).p^'^-^92 +p^>'<p(/?,7x).p^'^-5.(^2^) 



+ P''^(p(;?,7j').'SD-« 

H- etc + etc. + p^'''-'(p(/?,7j'). ç'^^sr'^-s 

+ etc 

+ p'''(P(/?,7r).9«. 

Maintenant, pour avoir le coefficient de x^'j'' ^ il suffit, comme n.^^ i85 
et 186 , de mettre dans la formule précédente , au lieu de /? , </ , tt > "zar^ leurs 
valeurs en x, n.^ i83 , et de calculer pour chaque partie de la formule ci- 
dessus le coefficient de x"^ ^ par le procédé du n.*^ 100; puis, d'ordonner par 
rapport aux sommes des indices des d sans points qui affecteront (p{a^oc)* 
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igS. On voit, comme n.^ 186, qu'en calculant ainsi le coefficient de a)«, 
chaque partie de terme de la formule précédente donnera non-seulement 
une partie dans le terme correspondant de la formule qu'on cherche , mais 
encore des parties dans les termes suivans. D'après cela , on pourra écrire sur- 
le-champ, et sans peine , les termes de la formule suivante où nous mettrons 
A au lieu de (p (^, oc) , pour simplifier : 

C C C CGC 

H-pi'iyI.p'^.p^'^-^(/^'g^^) +p»'M.p'«.p''^-3.(^,'g^'2) 

^-dM. D'".d''^-5.^'5 

+ D'lD>lJ.p'^-^(e'p^'^^^^') "" "" "" 

+ Ç''''^-P'"''-(^P'''''-^^) H-D'»p'M.p'«-i.(^p^''-2. ^^-^) 
+ p^'lJ.p'«-^(g*p'«-^^.') ^ ^ ^ ^ ^ 



ce " 



etc. 



Di'Di'/i. D'«-^(to'''-^^^) 



-4- etc 

-h p'^'M.^^e^''» 

•+- pi''«p'«-M.g''»Z>'g"'^-i 

-f- Di'p'''"-ip''^-i^. z^e''«-iz^^f'«-i 

p2,pi,m-2p,n-i^^ l^2Çm^2l^lÇfn-i 



c c 

etc 



pm,pi,n-i^^ h^yj^^n-i 



H- D'* p'''^. p'"''^ (6'p'''"^. (^'5*^)) 

-+-p^'i^.p'^-i.(e^p'«- 2,^,^2) 
+ D^p2,^. pW-i.(to'«-2.Z.'2) 

+ p'2D'M.p'^-2.(^2p^/z-i.g»^) 
H- p2> 1 J. p'" - ^ (/î'^ p^« - I. g*^ ) 

4-p^'2^.p^-^(C-p''^-^^') 

-i-Di^pl'lJ.D'«-^(Z^S'p''''^^0 



etc. 



etc. 



H-p'^''^J.f'«^'« 

H- D^'P«''"-M. ^^'«'i^'« 

+ etc 

+ p^'P«'^. Z^'^Z»'". 
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Nous aurions présenté un plus grand nombre de termes de cette formule , 
si l'espace Tavoit permis; mais ceux que nous donnons paroissent suffisans 
pour en faire saisir la loi , laquelle , au reste > est analogue à celle de la formule 
du n.° 186. 

Remarquons seulement , à Tégard des virgules qui se trouvent parmi les 
indices des Dsans point qui affectent^ ou<p(a,a), que ces virgules ont encore 
ici la même signification que n.** 111, et que p'"'*<p(<2,a;) est la même chose que 
p'»»p»«<p(a, ce)» 11 ne faut pas confondre ces virgules avec celles placées entre les 
accens ; nous avons distingué ces dernières des autres en les plaçant plus haut. 

196. Pour faire voir la manière de se servir de la formule précédente 
dans des cas particuliers, nous allons lappliquer à un exemple facile à vérifier. 

Exemple. 

On demande le résultat que Ton doit obtenir en substituant dans Téquation 
générale du second degré , 

M)^ ^ hxy --{- cy^ -h b^ --h ty + f =z o ^ 
au lieu de 00 et de j ^ les quantités 

X = a -i- bt -h ci^ ^ y = Gc -h S^ + y^^ 

4- ^V -H c'tv + ffV H- y'/t' ( 1 ) 

4- c'V^ -H y'V^ 



Il est évident que Féquation résultante sera de la forme 
^ ^ jBt ^ Ci^ 4- Dt^ + Et^ 






D't^v 


-H 


£'^V 


DHv-^ 


■+■ 


E"t^v^ 


Z>"V3 


-H 





et qu'on aura 

A = (p{a^ oc) = da^ -4- ^^cc •+• coj^ + b^ 4- e^ 4- f , 
où les lettres allemandes a, b, c, b, e^ f indiquent des quantités constantes; 
la formule précédente du n.^ 195 donne tous les coëfficiens de (q), si Ion met 
successivement pour m ein les nombres convenables. Veut-on , par exemple , 

le 
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le coefficient Z)^' de tv"^ ? on fera 77^ = i , /z = q , et la formule donnera , en 
rejetant les termes où les indices de d deviennent négatifs , 

H-D^'^.D.d'.Z^^ -+-g^»^.D.(^^'ë*') -\-^i,2,^.bS^2 

-Hp^'^.D.^'2 -f-D'^p^^^.g'è^f' 

+ p^^^.^D'.f^ +p^^^^.^è'2 
+ pM^.^D'.^' +I>.p^,^.èè^ 

Or, dans notre cas particulier, les polynômes doubles (1) ne sont que des 
trinômes doubles, ce qui fait que d.t>\C^ =0, v.d'.I/' = o; ensuite on a 
D''y4 = ba -4- QCcc -f- e , D^A = 2aa H- b^ -h b ; partant 
p,2^ = c, p''M = b, p2.^ = a, D'iD'^4 = Qc, D^'D^^ = cja ; 
les autres quantités D»ip'2^ , p»'^^ , etc. devenant toutes = o : ainsi des trois 
colonnes de la formule (3) il ne reste dans notre cas que la seconde; et, en 
développant les quantités polynomiales , on trouve pour le coefficient de ùv'^ , 

Ces sortes d'applications sont utiles dans la permutation des coordonnées, 
et par conséquent dans la recherche des propriétés des lignes et des surfaces 
courbes , car on sait que les équations transformées par la permutation des 
coordonnées présentent comme des tableaux sur lesquels on peut lire les 
affections des lignes et des surfaces. Il suffit d'indiquer cet usage. 

197. La seconde méthode du n.^ i5i et suivans s'applique aussi au problème 
précédent : elle donne avec facilité les coëfficiens réduits des différens termes 
du développement , en descendant par colonnes. 

198. Quant aux fonctions de trois polynômes doubles indépendans , le 
coefficient du terme général de leur développement est représenté par 
p'^.D^''.(p(a^a,a;. Pour en avoir le développement en b , b', b^ h\ ^, Q\ on formera 
d'abord celui de p^'^. (a , a^ ce) par ce qui a été dit au n.^ 1 19 : puis on déduira 
de ce dernier le développement de l'expression précédente par un procédé 
analogue à celui dont nous nous sommes servis pour déduire le développe- 
ment de p'". p''^. Ç)(^5Ctf) de celui de p'". (p(a,«), 

R r 
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On peut suivre la même marche pour les fonctions de quatre polynômes 
doubles , et ainsi de suite. 

Dun autre côté, si Ton a une fonction quelconque de deux polynômes 
triples , le coefficient du terme général affecté de x^y^z^ s'exprime par 
p'^.p'". p''^(p(^^,«) : pour avoir le développement en b^ h\ V\ g*, g^, f'^ de cette 
expression, on remarquera que la formule du n.^ j g5 donne celui de D^^p''^(J)(^,a), 
et de là on déduira ensuite celui de p'^. p^'*. p'^''. (p {a^oc) d'une manière semblable 
à celle dont on a déduit p"». p'«, (p(^z,a) de p^\(p(<^,aj) aux n.°^ 194 et 195. On 
voit ce qu'il y auroit à faire pour les fonctions de polynômes quadruples , etc. 

T99. Ce seroit ici le lieu où il conviendroit d'étendre nos méthodes rela- 
tives aux polynômes doubles et triples à des cas analogues à quelques-uns de 
ceux concernant les polynômes simples que nous avons traités dans le §. IV 
de l'article premier ; mais la nécessité de ne pas passer les bornes convena- 
bles nous interdit ces détails. 

Pour ne citer qu'un seul exemple , nous ferons remarquer la question 
suivante, qui est àTégard des polynômes doubles ce que l'exemple du n.^ 62 
est pour les polynômes simples ; savoir : Étant donnée une fonction quelcon- 
que de polynôme double, ou une série double quelconque en x etjv', trouver 
le développement , ordonné suivant les puissances et les produits de ^ et ^ , 
qui résulte de la substitution à la place de x et de jk des valeurs suivantes 
6" -f- 7^ 4- (J^2 + etc. y ric^^^t-^W^-^- etc. 

H~ 7V H- ^^tv -+- etc. f ) + cV -f- \:>^tv H- etc. 

"~ -4- J^'V^ -+- etc. ? ' ^ — ^\ ^ ^n^^ ^ ç^ç^ 

+ etc. ) ( H- etc. 

Observons qu'en généralisant la remarque du n.^ 63 , on en tirera un moyen 
qui peut aider à simplifier la solution de ce problème. 

200. Nous terminons ici les trois premiers articles , qu'on peut regarder 
comme la première partie de cet écrit. L objet principal que nous avons eu 
en vue se réduit à ce problème général : 

ce Une fonction quelconque d'un ou de plusieurs polynômes simples, dou- 
» blés , triples , etc. étant donnée , écrire sur-le-champ la série du dévelop- 
>:> pement de cette fonction , et même écrire sur-le-champ le développement 
» d'un terme quelconque de cette série indépendamment des autres termes. » 
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Quand rrous disons écrire sur-le-champ, nous sous -entendons que Ton 
connoisse d'avance les dérivées successives D(p^, p^^p^? P^^^? ^^^' ^^ ^ 
varie de i : autrement il faudroit commencer par les calculer. 

Nous osons croire que les Géomètres trouveront nos méthodes^nouveîles , 
faciles et analytiques. 

Il ne nous parolt point que Ion se soit occupé avant nous de la solution 
des cas compliqués concernant les fonctions quelconques de plusieurs poly- 
nômes simples et les fonctions des polynômes doubles, triples, etc. 

Les applications se présentent en foule : elles embrassent les principales 
branches de la théorie des suites, et apportent des simplifications dans beau- 
coup de recherches , dans la pratique du calcul différentiel , par exemple. 

Offrons quelques-unes de ces applications , car il est temps , pour tempérer 
laridité de nos règles , d en donner quelques usages remarquables dans des 
matières intéressantes. 
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ARTICLE QUATRIÈME. 

Applications du calcul des dérivations aux séries récurrentes ^ tant 
simples que' doubles ou triples ^ etc.^ dun ordre quelconque. 

201. La matière que nous allons traiter a mérité lattention des plus grands 
Géomètres à cause de son utilité dans plusieurs recherches , principalement 
dans la théorie des probabilités. Elle offre un des cas des moins compliqués 
auxquels on puisse appliquer le calcul des dérivations. 

MoiVRE est le premier qui ait considéré les séries récurrentes simples , dans 
sa Doctrine of chances et dans ^e^ Miscellanea analybica : il a enseigné à 
trouver la somme ou la fraction génératrice de ces séries, et à en trouver le 
terme général en décomposant en facteurs binômes le dénominateur de la 
fraction génératrice égalé à zéro : cette matière a été traitée ensuite par 
EuLER dans Y Introduction à V analyse des infinis. 

Lagrànge s'est occupé à plusieurs reprises des séries récurrentes simples ; 
d'abord dans le tome I/^ des Mélanges de Turin il a rappelé la recherche 
du terme général de ces séries à l'intégration des équations linéaires aux 
différences (finies), et il a étendu cette intégration aux cas où l'équation de 
relation a un dernier terme , fonction de la variable : le cas particulier où ce 
dernier terme est constant a aussi occupé Vincent Riccati, qui a donné sur 
ce sujet un mémoire imprimé dans le tome V des Mémoires présentés à 
l'Académie des sciences de Paris. 

Lagrange , depuis , a simplifié considérablement toute cette théorie , au 
commencement de ses belles Recherches sur les séries récurrentes , etc. 
imprimées dans le recueil de l'Académie de Berlin pour 1776. Dans les 
mémoires de Paris pour 1772, 1.^^ partie , ce grand Géomètre a résolu d'autres 
problèmes nouveaux sur les séries récurrentes ; il y donne une méthode pour 
trouver si une série proposée en nombres est récurrente et de quel ordre : il 
a encore donné une autre solution de la même question dans un mémoire sur 
les interpolations , qui n'a paru jusqu'ici qu'en allemand , dans les Ephémérides 
de Berlin pour 1783. Prony vient aussi de traiter avec détail les principales 
questions qu'on peut proposer sur les séries récurrentes, dans le journal de 
l'École polytechnique. 

Laplace a fait de savantes recherches sur le terme général des séries récur- 
' rentes 



DES DÉRIVATIONS. l6i 

rentes doubles , quil a nommées récurro -- récurrentes , dans les mémoires 
présentés à l'Académie de Paris , tomes VI et VII, en considérant cette matière 
comme un cas particulier des intégrations des équations aux différences (finies) 
partielles à plusieurs variables , intégrations pour lesquelles il a donné des 
méthodes ingénieuses. Lag range, dans les recherches citées, imprimées dans 
le volume de TAcadémie de Berlin pour 1776 , a traité de nouveau le même 
sujet ; il y enseigne à trouver le terme général des séries récurrentes doubles 
et triples , par des méthodes nouvelles , qui ramènent cette matière à la théorie 
générale des séries. Depuis , Laplace a encore repris le même sujet dans son 
mémoire sur les suites» Académie des sciences de Paris pour 1779. 

202. Notre intention est de faire voir dans cet article que le calcul des 
dérivations s'applique avec une très -grande facilité aux séries récurrentes 
simples, et qu'il donne, pour les termes généraux de ces séries , des formules 
fort abrégées , qu'on peut ensuite développer facilement pour chaque indice 
ou quantième de terme en particulier , quel que soit cet indice , pourvu qu'il 
soit un nombre entier , ce qui est le cas le plus ordinaire dans la théorie des 
probabilités. Nos développemens présentent les termes de la série exprimés en 
coëfficiens du dénominateur de la fraction génératrice , mêlés avec quelques- 
uns des premiers termes dont on suppose la valeur connue , tandis que toutes 
les méthodes dont on a fait usage donnent le terme général en puissances des 
racines de l'équation qu'on obtient en égalant le dénominateur à zéro. Les 
développemens que donnent nos méthodes, quoique toujours faciles à effectuer, 
sont souvent fort longs ; mais cet inconvénient paroit compensé par l'avantage 
de n'avoir pas à décomposer le dénominateur en facteurs simples , ce qui , 
lorsque le dénominateur va au-delà du quatrième degré, et que ses facteurs 
ne sont pas rationnels , surpasse les forces actuelles de l'Analyse. 

Quant aux séries récurrentes doubles , nous offrons l'essai d'une méthode qui 
a cela de particulier , qu'on y forme aussi d'abord la fraction génératrice de 
la série : le dénominateur se déduisant sans peine de l'équation de relation, 
la principale difficulté est réduite à former le numérateur, et quelquefois encore 
à savoir par quel terme du dénominateur doit commencer le développement. 
Quand la fraction est ainsi déterminée , les dérivations donnent toujours le 
terme général sans qu'on ait besoin de décomposer en facteurs. Cette méthode , 
qui nous paroît mériter d'être cultivée et perfectionnée , étant appliquée à 
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plusieurs problèmes sur les probabilités , nous conduit aux mêmes résultats 
que Lagrange et Laplace ont trouvés par leurs méthodes, et elle y conduit 
souvent avec beaucoup de facilité. Nous indiquons ensuite la manière de 
l'étendre aux séries triples. 

Des séries récurrentes simples. 

2o3. On nomme séries récurrentes celles dont la propriété est, qu'un terme 
quelconque se forme de l'addition d'un certain nombre de termes précédens , 
multipliés chacun par un coefficient donné. 

Ainsi , yim désignant un terme quelconque , si l'on a entre ce terme et les 
trois précédens V équation de relation , 

^> S*, y, ^ étant des quantités constantes données, positives ou négatives, la 
série sera une série récurrente du troisième ordre ; car cette équation donne 
^ ^ j y j ^ j , 

OC OC OC 

où l'on voit que Am est formé de l'addition des trois termes précédens , chacun 
étant multiplié par un coefficient constant. On dit que la série récurrente 
ou son équation de relation est du / '^""^ ordre , si la différence entre les indices 
des termes extrêmes A m etAm^r est égale à r. Les constantes qui multiplient 
les termes successifs, écrites les unes à la suite des autres^ comme 

Qj + 6" ^- y H- (î 
forment ce qu'on nomme Yéchelle de relation. 

Nous ne nous proposons pas de donner toutes les applications que l'on peut 
faire du calcul des dérivations aux séries récurrentes : le problème suivant 
est le plus important dans cette matière , à cause du grand nombre de ^^s 
usages , et nous allons en donner une solution directe , qui ne demande 
aucune décomposition en facteurs. 

Problème. 

204. Étant donnée l'équation de relation d'une série récurrente simple, 
d'un ordre quelconque , 

OcAtn'\-^Am^x ~{'yAm-^2-+- ^Am^5 -+- CtC. ~f- «r- 1 ^m-r-f- 1 -\-OCrAm-r =0; 

trouver l'expression du terme ^général de la ^érie en 05, C, */> S^ etc. , ocr. 
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Pour simplifier , nous ne considérerons que Féquation de relation du troi* 
sième ordre , il sera facile de voir que les raisonnemens sont les mêmes pour 
un ordre quelconque. 

Soit donc Téquation de relation 

ûcAm H- I^Am - 1 H- y ^OT - 2 -h ^Am .3 = 0, ...•(!) 

laquelle , au moyen de nos notations , prend cette forme 

CCy^'A + V,0C»'D'^''*A 4- Ç2.^, pOT-2.^ ^ p5.^.p/n-D.^ 3^ o: 

or, en comparant avec la formule du n.^ 87, on voit que le premier membre 
de cette équation n'est autre chose que le développement de p"». (a^i), p^.of, 
ou (5", étant un dernier terme dont les dérivées sont zéro; c'est-à-dire, qu'il 
n'est autre chose que le coefficient du terme affecté de x^ dans le dévelop- 
pement du produit 

(^oc-^Cv -h y.x2 H- Sx'^){A -f- Bjc H- Cx^ -+- Dx^ ~h ExA + Fx^ -f- etc.), .., (q) 
le premier polynôme n'ayant que quatre termes et le second étant indéfini. 

^^^ a -{- bx -h cx^ -h ^x3 + ex4 -f-/r5 -+- etc. . . . . ( 3 ) 

la série résultante du développement de ce produit, on aura 

a = ccA^ b = v.(ccA)y c=B^.(ocA) y d = B^.(ccA)y e = ç4. (e^^), etc.; 
mais , puisqu'en développant ces expressions on trouve 

d z=. ocAz H- ÇA-i. -I- yAi -h- SA ^ e = uA^ 4- SA^ + yA^ H- èAi , etc , 
et que ces valeurs doivent satisfaire à l'équation de relation , il s'ensuit que 
^ , e , y, g* , etc. sont tous égaux à zéro : il n'en est pas de même des valeurs 
de ^ , è et c , lesquelles , étant 

a = ocA , b z= ocAi ■+- loA , c = ccA^ -+- I^Ai -f- yA , 
ne remplissent pas toute l'étendue de l'équation de relation (1), et, sans s'éva- 
nouir , demeurent indéterminées. Ainsi la série ( 3 ) se réduit aux trois termes 

a -\- bx ^ cx^ j 
tous les autres étant zéro. On remarque , sans que j'en avertisse , que , con- 
formément à nos notations , nous écrivons indistinctement ^ ou ^1 , C ou 
A2. , etc. 

Donc , puisque la série ( 3 ) est égale au produit ( q ) dont elle est supposée 
le développement, nous aurons l'équation^ 

— ^t r — T-TT^ =^A +Bx + Cx^ H- Dx^ H- etc. -+- AmX"^ + etc. ... (4) 
oc + b ^ + yx^ + àx^ ^ ^"^^ 
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Les coëfficiens du second membre de cette équation représentent les termes 
successifs de la série récurrente , et le premier membre est une fraction qui , 
par son développement, suivant les puissances de x, donne ces mêmes termes. 
Cette fraction se nomme la fraction génératrice de la série récurrente. 

Or il est clair que par nos méthodes on peut calculer un terme quelconque 
du développement de cette fraction , indépendamment des termes précédens. 
En effet, Torigine des dérivations sera ^a- ' , et le coefficient de x'^ sera 
Am = i^^.{acc'^ ) , c et j" étant des dernières quantités ^ dont les dérivées sont 
zéro (n.^ io5). 

On a donc pour lexpression du terme général de la série récurrente du 
troisième ordre , en a , Z^ , c , et oj , ^, y , (J^ , 

J^ = ^^.{acc''), (5) 

ou bien , en développant en partie , 

Am = a^^.cc'' + b^^'Koc'' + cp«-^.A5-» , . (6) 

p5.^^ l^^,cc ^ etc. étant = o. 

Lexpression (3) ou (6) est un véritable terme général, puisqu'elle est une 
fonction de m qui indique le quantième du terme : elle exige à la vérité un 
développement ultérieur ; mais , quel que soit m , pourvu qu'il soit un nombre 
entier positif ( ce qu'on suppose toujours dans les séries quand il ne s'agit pas 
d'interpoler) , ce développement peut toujours s'effectuer facilement par nos 
règles; et Ton peut regarder l'opération du développement comme toute autre 
opération arithmétique ou algébrique que la formule générale indique et que 
Ton effectue dans chaque cas particulier. 

2,o5. La même solution s'étend aux séries récurrentes d'un ordre quelconque. 
Ainsi, en reprenant l'équation de relation proposée de l'ordre r, savoir 

uAm -hC^m-i -h y^;»-a~i- èAm-'S -4- CtC. + ^r-i^/Ti-r+i + UrAm-^rzz^ O, 

on en formera sur-le-champ le dénominateur 

ce -^ Qoc -^^ yx'^ -h JxS -f- etc. + «r-s^''-^ -H ocrX' ^ (7) 

en mettant simplement i , x ^ x'^ y x^^ etc. au lieu de y^m, Am- 1 , Am-2^ Am^Zy 
etc. respectivement dans Féquation de relation proposée ; et la fraction géné- 
ratrice sera 

a + l?v + cx^ + d x^ + etc. + ar^xX^-'' .gv 

ce + e^ + 7^^ + (Îc3 + etc. + OCr-xX'-^ + CCrX' ' 

le numérateur ayant toujours un terme de moins que. le dénominateur. 

Les 
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Les valeurs de a y b^ c, d ^ etc. ^r-i demeurent arbitraires, si ron na que 
l'équation de relation proposée : pour que la série récurrente soit entièrement 
déterminée , il faut que les valeurs de ces quantités soient données immédia- 
tement par les conditions de la question , ou bien il faut que Ion connoisse 
les r— 1 premiers termes de la série récurrente , car les valeurs de a, ^, c, 
dy etc. s'en déduisent ensuite facilement. En effet on a , d après le n.° précé- 
dent, a=z oùA y b = D.(ûcA) , c=z^^.{ccJ) y et généralement a, = i^'.{ccA); 
ou , en développant , 

a =z ccA , 

b z= ccB + ÇA, 

c = ocC + I^B -^- yA , 

d = c^D ^ ce + yB ^ SA y ^^^ 

etc 

ar.i = OcAr-i H- CAr-2 + y^r-3 -+- ^tC. -+- CCr • \A. 

Quant à la valeur de ^r, elle est ocAr H- ÇAr.x + yAr^-^ + etc. + o&rA , et 
comme cette quantité est un cas particulier de Féquation de relation , il est 
évident qu elle est = o , ainsi que toutes les valeurs de ^r 4- 1 , «r -+- 2 , etc. : 
voilà pourquoi le nombre des termes du numérateur de la fraction génératrice 
est toujours moindre de un que celui des termes du dénominateur. 

A présent nos méthodes donnent pour le coefficient de x^ dans le déve- 
loppement de la fraction génératrice ( 8 ) cette expression 

Am = ç«». {ao6'^) , (10) 

^r- 1 et ocr étant des derniers termes dont les dérivées sont zéro. C'est l'expres- 
sion très-simple du terme général demandé de la série récurrente de Tordre r. 
Ainsi le problème proposé au n.° 204 est résolu. 

On trouve au n.« io5 trois manières différentes de développer cette expres- 
sion : par la première on a 

Am = p'". ( aoL' *)= (il) 

^p^.^-^+^p'^-^a;-' -f- cp^-^^-i-^etc. 4-^r-2p'"-''+^-a"' -H a^^i^^-r-^Koc'^ 

Nous allons ajouter quelques observations sur les développemens du terme 
général que nous venons d obtenir, 

206. Puisqu'on a eu a = ocA ^ on peut mettre lexpressîon ( 1 o) sous cette forme. 

An, = ^"^.{OCAOC'^), 

Tt 
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pourvu qu on Fasse zéro les dérivées de ccr et qu on ait soin de rejeter toutes 
les dérivées de i«-^ inférieures à d'«-'-+-^«" S à cause que, dans p'».(a^-»), ^r-i 
est un dernier terme , et partant que ^r-ip'"-''"+-*.a-^ est le dernier terme du 
développement de ^^.{ax'^ ). 

Avec cette attention on peut partager ocAcc'^ différemment en facteurs 
avant que de faire le développement de lexpression précédente. 

1.^ En partageant oc Ace ^ dans les facteurs ccA et cc'^ ^ on a. sur-le-champ 

Am = ^"^.{ccA.CC'^) = 

+ {ocC -f- ff^ -h yA)^^-^.o6'^ 

^ (ccD •+- ce -^ yB -h âA)y^-^.cc''^ 

-+- etc 

-f- (ocAr-i -H CAr.2 -H yAr^Z + CtC. -h 0Cr-7,B «H ^r- 1^) p'«-'' + i. ^ - 1. 

2.^ En partageant le produit ocAoc'^ dans les facteurs A et cc^oc'^^ on a 
aussi sur-le-champ 

An = ^'^.(A X CC.CC'^) = 

A icc^^'.cù'^ + f p'«-^af-' + yp«-2.^-i + etc. + ccr.2Ç'"'"^''.cc^' + ccr-iB^-'-^Koc'^) 

+ C(«p'»''2.^-i + g'p'»-5.^.i ^ etc. + ajr.3p'"-'-^^«-0 

H- Z)(a5p'«-5.a5-' -4-Cp'""4.a-i + etc. + ccr-4^"'''-^^.cc'') (i-^) 

+ etc .^ 

^ Ar.i.OC^'"''^'.OC''K 

Cette dernière formule s'accorde au fond avec celle qu^a trouvée Laplace, 
par un^ voie différente, dans son mémoire sur les suites (Académie des sciences 
de Paris , année 1779? P^g® 23?). La formule précédente ( i Q ) paroît préférable 
dans plusieurs occasions ; on peut cependant mettre cette dernière ( 1 3 ; sous 
une forme qui en abrège les développemens , ainsi qu'on va le voir. 

207. Quelle que soit la dernière des quantités ^ , C, y , (J> etc., c'est à-dire 
celle dont les dérivées sont zéro , on a toujours 

ç^(e^^-i) = o, 
à cause que cc^cc'^ = 1 , et que p. i = o , et p'.i == o. Soit g, par exemple, 
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la dernière des quantités ^, 6*, y, etc. : on aura, en développant, 

ocy'.où'' •+- S*p^-*.«-* •+- yp'-2.c^.i ^ (îp'-3.ctf-i +gpi-4.e»-i = o ; 
d'où Ton tire les équations suivantes 

«p^a5"l -f- ê'p'-^a-i H- yp^-^.ctf-i + ^p'^-^.c^-i = ~ gp^M.^-i 

Au moyen de ces équations la formule suivante , qui donne le terme général 
pour Téquation de relation du quatrième ordre, 

CC^m 4- Gy^m^i H- y-^OT.2 + i^m-5 -+- B^m^i^ = O , 

et qui est un cas particulier de la formule ( 1 3 ) du numéro précédent , savoir , 

+ B{ocD^'Kcc'^ -H e'p'"-^^-^ + yp'^-WO 
-+■ C(^p''^-^«-ï 4- ê^p^-s.a-o 

se change en cette autre, plus simple et plus facile à évaluer en nombres, 

— -^^.gp'"'^.^-! 

— ^(^p'»-4.^-i ^- gp'^-^.OJ-O 
-H C(^p'"-^.a-i + fp'^-^.^-i) 
-4- Z).^p"'-^a5-S 

où le nombre des termes est réduit à la moitié plus un. Dans ces deux 
formules g est une dernière quantité dont la dérivée est zéro. 

Cette simplification s'étend au terme général dune série de Tordre quel- 
conques, et la formule (i 3) devient ainsi, frétant toujours une dernière quantité, 

-^.^rp'"-''.^-^ 

— JB{cCr^iB^''.C^'' -+- CCr-^'^-r-l.cc'^) (I4) 

— C(«r-2P'""''-Cç'' -f- CCr.iÇ"""Kcc-' -H Of^p'" " '*' 2- 05" 

etc 

+ -/^r.3(«p'"-^-^^.^-^ + e^p'»-'•^-^a'^ 4- 7p'«-''-^^a-0 
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208, Éclaircîssons par un exemple la manière d'employer nos formules. 

E X E M P li E. 

On demande le onzième terme de la série récurrente du troisième ordre , 
dont l'équation de relation est 

les trois premiers termes A ^ B ^ C étant donnés. 



La formule (11 ) du n.^ 2o5 donne pour le terme cherché 
^,0 = ^pio.a-i + bç9.oc-' ■+- cp8.^-i^ 
où s est une dernière quantité. Je lis cette formule à rebours et je développe 
d'abord p^.c^— ^ ; jai par le n.^ 90 , en écrivant la suite à rebours, 

les termes suivans sont zéro , à cause que S est une dernière quantité. Déve- 
loppant ultérieurement par la règle du n." 43 , j^ai sur-le-champ 
ç8.^-i _ ^-9.f8 _ or-^rjC^'y -h cc-7(6G^^ -h i5^4y2) 

— a~6 ( 1 of 3 2y^ ^« , oC2y3) + ^~5(6ff 2^^ + 4g^3y 2 J + y4) — aî--4. 3y(?^. 
De là on tire successivement par dérivation les développemens suivans, par la 
règle du n.° 3o, en commençant, si Ion veut, par le dernier terme, 

l^^o^ct-' — ^^11,^10 — cc-'^'.^C^y-hct-SiSCyS-^-^SC^^^^ 

H- 05-7(15^4^2 -4-Q0Ç33y2^-H i5g*2y4) _aj~6(iof23yj^2 + 3^4y3^-Hy5) 

Ces développemens réduits de ^^-cc^^ , p^^o?""^ > ^^^.cr-^ étant multipliés respec- 
tivement par € = o^C-^ CB -+- y A ^ è = «5 -h^A , a = ^A , la somme des 
prodti^s est lexpression développée du onzième terme de toutes les séries 
imaginables du troisième ordre* 

Supposons , p^our appliquer ces formules à un cas numérique , qu'on veuille 
le onzième terme , l'équation de relation étant 

Am -+- Am^x — "xAm^^ ^Am---^Z = O, 

et les trois premiers termes étant A z=z i ^ B == q ^ C= 3. 

On aura « = 1, f==i, y= — 2, ^= — q; a=i ^ ^ = 3, = 3; 
çB.^~i _ 3i ^ ç!^.«~i =— 3i , pi^.of-* = 63} 
et le onzième terme sera A 10 = 63. 

^09- 
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209. La solution du problème précédent donne immédiatement un terme 
quelconque de la série récurrente , lorsque Tindice ou le quantième de ce 
terme est un nombre entier positif; on peut demander à présent, si Von ne 
peut pas trouver des formules finies qui donnent pareillement un terme 
quelconque de la série récurrente , lorsque Tindice ou quantième de ce terme 
est un nombre entier négatif : c'est ce que nous allons examiner. 

Problème. 

Etant donnée Téquation de relation d une série récurrente de Tordre quel- 
conque r, on demande l'expression d'un terme quelconque de la série continuée 
en arriére, c'est-à-dire, l'expression du terme général à indice ou quantième 
entier négatif. 

Soit la série récurrente, continuée des deux côtés, représentée par 
etc. + ^-3^"^-+--^-2^"^ + -^-i<:^"^-f-^-f-^^-H Cx^ -H Z>x3 -f- etc. ; ...(1) 
on peut réduire la question à former la fraction génératrice de la partie de 
la série qui s'étend à la gauche de ^ , d après Téquation de relation , ou même 
d'après la fraction génératrice de la série qui s étend en avant , à la droite de A. 

Pour plus de simplicité nous supposons que la série soit du troisième ordre ; 
la même analyse s'applique à un ordre quelconque. Soit donc l'équation 

a^m H- Cy^m-i + y^/n.2 "h SAm^Z = O ; .... (q) 

puisque cette équation est censée vraie pour toutes les valeurs de l'indice m 
entières , positives et négatives , on pourra mettre — f/^ + 3 au lieu de m , 
et l'équation de relation deviendra 

èA^m -f- y^-w-hi "+- ff^-m4-2 4- OcA^m^'S = O. ....(3) 

Or le premier membre de cette équation n'est autre chose que le coefficient 
àe oc-^ dans le développement du produit suivant 

{^+yx'''-^Çx'^'^ocx-'^).{A,^x-^-\-A,^x''^'^A.zx''^'\-A./^x'^-\^etc.), ...(4) 
ainsi qu il est aisé de le voir en effectuant la multiplication. Soit 

ao;- ï ~H hx'^ + c^-^ ~f- ba;-4 -j- tx'^ -f- etc. .... (5) 

la série résultante de cette multiplication ; on aura 

a = (J^^-i , 

b =1 SA.çi H- yA.j , 

c = SA, 3 + yA.^ -+- CA,i , 

b = U^^ -4- y^-3 + SA.^ -+- ocA., , ....(6) 



<f 



e =: Jy^.5 4- 7y^-4 + C-4.3 -+- ocA.^ , 
etc. , 



U u 
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OÙ Ton voit que les valeurs de b , e , f etc- satisfont à Péquation de relation 
( 3 ) , et que par conséquent elles sont toutes zéro ; mais qu'il n en est pas 
de même de celles de a , b et c , lesquelles , ne remplissant pas toute Téquation 
de relation , doivent demeurer indéterminées , ou être données par 1 état de la 
question. On aura donc Téquation suivante 

ax - 1 4- b.x - ^ + c^ - 3 
J + y^-.+g^-. 4.^^-5 =A..x-^-^-A..x-^+A.,x-^+A.^x-A^etc. , ...(7) 

dont le premier membre est la fraction génératrice demandée. 

Le numérateur dépend ici des trois premiers termes de la série continuée 
en arrière : mais on peut aussi le faire dépendre des trois premiers termes 
de la série étendue en avant , et , en liant ainsi les deux côtés de la série , 
on pourra mieux comparer la fraction génératrice de la série continuée en 
arriére avec celle de la même série étendue en avant. A cet effet, je fais 
— m successivement = — i , — q , — 3 dans l'équation de relation (3), ce 
qui donne ^^^^ _ _ ^^^^ + ÇB -^ yA), 

SA.^ + yA,i = — {ccB -H eA)j 
SA.z -+- y^-a H- SA^i = — ccA. 
En comparant avec le numéro Q04 , on aura a= — c, 6= — b ^ c = — ^?. 
Donc la fraction génératrice de la série continuée en arrière sera aussi 

J + yx-i +Cx'^ +cc'^' ^^^ 

On voit qu elle résulte de la fraction génératrice de la série étendue en 
avant, , 7 • 

oc + Coc + yx^ + Ix^ * 

si Von multiplie celle-ci haut et bas par x'^ ^ quon ordonne suivant les puis- 
sances négatives de x^ et qu'on mette le signe — devant la fraction. 

Cette règle est générale pour une série d'un ordre quelconque a-, car l'analyse 
précédente demeure toujours la même. Ainsi la fraction génératrice ( 8 ) , 
n.° Qo5 , étant multipliée haut et bas para;-'', et affectée du signe — , donnera 
pour la fraction génératrice de la série de Tordre r , continuée en arrière , 
ar-iX-^ + ar^ç^x"'^ + etc. + bx'^-^^ + ax'^ 

~ Ut + ar-iOî-i + C»r-3^-2 + CtC. + Qx''-^"^ + OCX'' ^^ ^ 

Ce problème a déjà été résolu par Laghange dans les mémoires de Paris , 
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pour 177a, !•*■* partie, pageSSo et suivantes; mais notre analyse , qui n'est pas 
fondée sur la décomposition de la fraction génératrice en fractions simples,, 
est plus directe et paroît ne rien laisser à désirer. 

210. Quant à la manière de développer cette dernière fraction, elle est abso- 
lument la même que celle par laquelle on développe, la fraction (8 ) , n.^ !2o5 , 
pourvu qu'on regarde ici ^r- 1 et «r comme des premiers termes, et qu'on prenne 
pour leurs dérivées , non les lettres qui les suivent dans Tordre alphabétique , 
mais celles qui les précèdent. En se conformant à cette remarque , on peut 
indiquer le terme général à indice négatif de la série de l'ordre r, c'est-à-dire, 
le coefficient de x-*^ dans le développement, par 

^-m = — p'"-^ {Clr.i(ccr)'' \ ', (lo) 

et le terme général à indice négatif de la série du troisième ordre sera 

-/^.m=— D'«-^(C(î-l) = _(cD'«-».^ï^--^'P'«-2.<î-l^-.^p'"-5.J.I) ....(11) 

Au lieu d*ordonner les termes de la fraction génératrice de la série continuée 
en arrière suivant les puissances négatives de ^ , on peut, pour déduire la 
fraction génératrice dont il s'agit de celle de la série étendue en avant , se 
contenter d'écrire à rebours le numérateur et le dénominateur de cette der- 
nière fraction , en affectant toute l'expression du signe — . Ainsi la fi^action 

a + bx -+- cx'^ - „ . c.x2 + ^.x + ^ 

- — - — ; — vr-fr donnera celle-ci — - n r. . . ^ — ; — , car, 

« + 6^^ -H yx'^ + dx^ àx^ + yx- + Cx + ce 

en développant cette dernière suivant les puissances x'^ , x'^^ x'^^ etc., on 

aura ( n.^ 107 ) les mêmes coëfficiens qu'en développant la fraction (8) du 

numéro précédent. 

211. Nous avons donc des formules et des méthodes pour calculer par 
dérivation , immédiatement , un terme quelconque d une série récurrente , 
toutes les fois que l'indice ou le quantième du terme est un nombre entier 
positif ou négatif, et cela sans qu'on ait besoin de décomposer le dénomina- 
teur de la fraction génératrice en facteurs binômes , ou cette fraction en 
fractions simples. Quoique l'on voie par l'exemple du n.° 208 que le nombre 
des termes du développement, toujours très -faciles à former d après nos 
méthodes , devient très-considérable pour des termes fort distans du premier 
et pour des séries d'un ordre fort élevé ; cependant , comme rien n'arrête nos 
développemens , ils donneront toujours le moyen d'avoir immédiatement un 
terme quelconque de^la série. 
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Il n'en est pas de même des méthodes connues. Moivre et ceux qui l'ont suivi 
sont obligés , pour former lexpression du terme général, de décomposer la frac- 
tion génératrice en fractions simples ; pour cela il faut décomposer le déno- 
minateur en facteurs binômes, et, si on ne connoit pas d'avance ces facteurs, 
il est nécessaire d'égaler ce dénominateur à zéro et de résoudre exactement 
une équation qui peut être d'un degré fort élevé , ce qui surpasse toutes les 
forces actuelles de l'Analyse. Le terme général qu'on trouve ainsi , lorsqu'on 
peut y parvenir , est exprimé en puissances des racines du dénominateur , 
tandis que nos formules le donnent en coëfficiens du même dénominateur. 
La méthode qui enseigne à trouver le terme général par l'intégration des 
équations aux différences (finies) , fait parvenir à une équation qui n'est autre 
chose encore que le dénominateur de la fraction génératrice égalé à zéro , et 
elle exige pareillement qu'on en cherche les racines. 

Il nous paroit donc qu'on peut souvent employer nos méthodes avec avantage, 
lorsque, ne connoissant point les facteurs du dénominateur, les racines de 
ce dénominateur ne sont pas rationnelles , et que d'ailleurs on ne demande 
qu'un terme de la série récurrente à indice ou quantième entier : et dans ce 
cas nos méthodes sont les seules praticables , pour les séries d'un ordre supé- 
rieur au quatrième. 

Mais si l'on demande des formules qui puissent encore servir pour des 
indices fractionnaires , il devient indispensable d'employer celles qui résultent 
de la décomposition du dénominateur de la fraction génératrice en facteurs 
binômes : alors, supposé que l'on connoisse ces facteurs, on décompose la 
fraction elle-même en fractions simples à dénominateurs binômes j chacune 
de ces fractions donne un coefficient de x" , et la collection de ces coëfficiens 
forme le terme général. 

Comme cette matière tient aux dérivations, et qu'à leur aide on arrive 
facilement à des formules élégantes et utiles , elle ne sera pas déplacée ici , 
et nous allons la traiter succinctement. 

212. Démontrons d'abord une proposition qui sert de base à la décompo- 
sition des fractions. 

P 

Soit en général la fraction -r^ , P et Q étant des polynômes finis , chacun 

de la forme a -^ hx -\- cx^ -4- clx^ H~ etc. + ^^- lO;?-! H- a^^x^ , P ayant un 
serme de moins que Q , c'est-à-dire , étant d'un degré inférieur de l'unité à 

celui 
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celui de Ç ; si Ç est le produit de deux autres polynômes connus Met iV, on 
pourra toujours décomposer la fraction proposée en deux autres, de cette manière 

K L _ P 

M '^ N ~ Q ' ^'^ 

telles que K soit un polynôme dont le degré est inférieur de lunité à celui de 
ikf , et L un polynôme dont le degré est inférieur de l'unité à celui de N. 
En effet l'équation ( i ) donne 

-^^ =Ç, et KN^LM=P, ....(Q) 

puisque par supposition Q =: MN. Soit Q un polynôme du degré ^ , et M" 
du degré m , m étant <^q \ P sera du degré q — i , iV du degré q — m\ 
K devra être du degré m — i , et Z; du degré q — m — i ; ^ aura donc 
m. termes et m coëfficiens indéterminés , et Z/ en aura q — m. Voyons si 
ces suppositions s'accordent avec l'équation ( 2 ). KN sera du degré 
m — i-h^ — m z=i q — i, et LM du degré q — m — i -^ m-=i q — i ; 
donc KN -4- LM sera du degré q — i , c'est-à-dire , du même degré que 
P : ainsi. A^iV" H- LM contiendra q coëfficiens indéterminés; donc, P ayant 
q termes, on pourra former, entre les coëfficiens de KN ~f- LM et ceux de 
-P, q équations linéaires qui serviront à déterminer les q coëfficiens de K et 
de L. D'où il résulte que la décomposition dont il s'agit est toujours possible. 

21 3. Supposons à présent que ikf soit une puissance de binôme, (a — .x)"*; 
ikTsera donc un polynôme de m-t- i termes et X un polynôme de m termes, 
dont le premier ne sera pas affecté de x, et le dernier sera affecté de x^- ^ 
L'équation ( c> ) donnera p L(^a^ x)^ 

^ =.ÎV N • ^^^ 

Si dans cette équation on vouloit tout développer suivant les puissances de 

a — X , il suffiroit de mettre partout, au lieu de .x, a — (a — :r), ou a — a? , en 

faisant a — a?=:(w , pour simplifier ; puis , de développer en séries ascendantes, 

suivant les puissances de û>. 

Or il est clair que , K étant du degré w — i en ^ , il sera encore du même 

degré en u , après qu'on aura mis a — &? au lieu de x. Donc , si on développe 

P La/^ , . , , j , Loû^ 

-=rrr et — -^r=r- suivaut les puissances ascendantes de ûù , aucun terme de ^ 

ne pourra entrer dans la valeur de K , laquelle par conséquent sera égale 
aux m premiers termes du développement de -jr^. 

X X 
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De là il s ensuit que , pour déterminer le numérateur de la fraction partielle 
-\ qui est une de celles dans lesquelles on veut décomposer la fraction 



proposée ^, il faut diviser Q par le dénominateur (a — a;)« , et en nommant iV 

p 

le quotient , développer -=^ en une série ascendante suivant les puissances 

de a — cr ; les m premiers termes de cette série , dont le dernier sera affecté 
de (a — ^)"''S formeront la valeur du numérateur K {^). 

P 

Le calcul des dérivations donne un moyen facile de développer -^ suivant 

les puissances ascendantes de a — x. En effet , soit 

P a + èjc + cœ^ + dx^ + etc. + ciq.^x^'^ 



N ;7' + jù-x -{- ^x^ + aoc^ + etc. + -nq.mM' 
— (w au lieu de a;, et désignant par 
a '\' h(y '\' c^'^ •\- d(j^ + etc. ^^ . i a? - ^ 



on mettra partout a — o? au lieu de a;, et désignant par -—• la fraction 



TT + -sra + ça^ + o-a^ + etc. + Tr^-ma^"'" ' 
il est clair qu'en considérant dans cette expression a seul comme variable , et 
faisant la dérivée de a = — i , on aura , pour le développement demandé , 

D'où il s'ensuit que - — — — , c'est à dire les fractions partielles qui résultent 

du dénominateur (a — x)"^ seront , &? étant = a — x ^ 

K _ 

(a — o^)'" 

a étant seul variable dans - et sa dérivée étant — i . 

214. On demande à présent le coefficient àçiX^ dans la série qui résulte du 
développement suivant les puissances de x de la valeur précédente de ■ _ .^ * 

( * ) Cette méthode , qui a déjà été donnée par Laplace dans son mémoire sur les suites ( Mémoires de Paris , 
Année 1779I, page 234) est la même que celle qu'EuLER a exposée dans les Acta de Pétersbourg pour 1780, 
i.« partie, et qu'il a préférée aux méthodes qu'il a voit données précédemment AsinsV introduction à V Analyse 
des infinis et dans son Calcul différentiel, parce qu'elle s'applique aux fonctions transcendantes. Elle se 
trouve ici dégagée de la considération des infinis, 
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Il est clair qu'il suffira de prendre le terme affecté de x^ que donnera chacun 
des termes de la formule précédente , ^ demeurant invariable ; et Ion aura 
ainsi , pour le coefficient cherché , 
|p«(a--) H-D|.p«(a-« + -H P'I-P^C^-'^-^M -^ etc. + pm.i|. p«(a-iX 

Mais on peut mettre cette série sous une forme plus simple et plus élégante, 
au moyen dune transformation que nous allons exposer et qui mérite d'être 
remarquée. 

2i5. Le coefficient de x'^dans le développement de (a— x)-'' est, par notre 
méthode, n.^ 2 , = p'»a-'* , Da étant = — 1 ; je dis que le même coefficient 
est aussi égal à ç'""'(a"'»-^), Da étant toujours =: — 1 ; où Ion voit que Fex- 
posant de (a — x) passe à l'indice de d et Tindice de d à l^xposant de a, en 
changeant de signe l'un et Tautre et s adjoignant — i. 

En effet on a , eil développant à Fordinaire , oa étant = — 1 , 

^ 1. Q. 3 n ' 

et p'-iCa-^-M = — : -î- i— -I^ ^a-''-« : 

^ 1. Q (r— 1 ) 

r.r+l.r+!2..(r+/z — 1) n + i.^z + 2.. (/z + r— 1 ) 

or r : —«______- > 

1. 2. 3 n ^ 1. 2 (r— 1) 

comme il est aisé de le voir en multipliant en croix , ce qui donne 

1. 2... (r— 1). r.(r+i)(r-H2).. (r+/z — 1)= 1. 2.. z2(/2-Hi)(/z-H2).. (/2 + r — 1) 
équation identique. Donc Da étant = — 1 , on a toujours 

p«a-'" = p''-i(a"''-»). 

216. Si l'on applique cette remarque à la formule du n.^ 214, elle devient 

|pm.i(^.„.iy^j,|^p;«.2(a-«-i)^p2|.pm-3(a-«-i)-Hetc.H-p'«-'|.a-^^^ 

Da étant toujours = — 1. Or on voit, par le n.^ 97, que cette formule peut 
se mettre sous cette forme fort simple 

p'^-M ^a-'^-M , Da étant = — 1. 

Donc, pour trouver tout d'un coup la partie du terme général dune série 

récurrente qui vient de plusieurs facteurs égaux du dénominateur de la fraction 

p 
génératrice ^; soit (a — x)'" le produit de ces facteurs égaux et iV le quotient 






P 

de Q divisé par (a — ^)'" ; mettez partout a au lieu de x dans -^, et désignez 



par 5~-ce que devient cette fraction : la partie cherchée du terme général sera 

p'"- ^ ( -r^ a- «- * , na étant = ~ i et /z + i étant l'indice du terme. 

On voit que , comme il n y a ici d autre variable que a et que sa dérivée 

est = — 1 5 on peut aussi exprimer cette formule par les différentielles , et , en 

P 
laissant subsister x dans — , dire que la partie cherchée du terme général sera 

1 . Q. 3 . . . . ( m — 1 ). ( — dx) ^ ' ^ 
en ne faisant varier que Xy dx étant constante, et en changeant x en a après 
les différentiations. Ce beau théorème a été donné par Lagrange dans ses 
recherches sur la manière de former les tables des planètes d*après les 
seules observations y Mémoires de Paris pour 1772, 1/*^ partie , page 627. 

On peut aussi voir dans le même endroit une formule générale pour le cas 
où le dénominateur a des facteurs simples imaginaires. 

217. De là il résulte que si l'on a la fraction génératrice 

P 

(a — a:;'"(b— a:X(c — x/ ' 
où P est un polynôme en x du i^gré t?^ -f- r -h 5 — 1 , le coefficient de x^ , 
ou le (a2 4- i)'^""^ terme de la série récurrente , sera, en désignant par ^ , a, 3ï 
le polynôme P dans lequel on a mis successivement a , b, c, au lieu de a:, 
pOT-i^l^-rt-i^çp, (() — <^)"'"(c — <^)"''lî ^ ^^^1 variant de — 1 , 
+ p^-^ {b""- *.£l. (a — 'b)-'"(c — b)-*}, b seul variant de — 1, 
-+- ç^-^ {c'<-^3ft.(a — c)-'"(b — c)-'"} , c seul variant de — 1 ; 
et cette formule peut servir pour toutes les valeurs de n , positives , négatives 
et fractionnaires. 

Cette formule s'accorde avec celle que Lagrange a donnée le premier 
dans un mémoire sur Vutilité de la méthode de prendre le milieu entre les 
résultats de plusieurs observations , inséré dans le tome V des Mélanges de 
Turin (Voyez page 219), et que Laplace a aussi donnée dans son mémoire 
cité sur les Suites, page Q 3 4. 

8i tous les facteurs sont inégaux , si l'on a , par exemple , la fraction 

_P 

^a-— x)(^b — x)(c — a:) ' 

alors 
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alors dans la formule précédente les signes de dérivation d , ayant chacun 
zéro pour indice , disparoissent tous , et le coefficient de x^ sera simplement 

Si Ton avoit la fraction ~j— ^ ^ la formule précédente 

donneroit encore pour le coefficient de x"^ 

( a-''-* (6 — a)-^(c — a)-* , a seul variant de — i , 

ç^-». ) + h""'^{a — b)-^(c — b)-^, b seul variant de — i , 

[ "H c-«-' (a — c)-^(b — c)-^, c seul variant de — i, 

218. On peut même combiner ces formules avec celles du n.** 204 etsuivans, et 
par là on rendra ces dernières propres à servir pour des quantièmes fractionnaires. 
En effet , puisque le coefficient de x"" , dans le développement de 

a -\- bx '-\-' cx"^ 
a 4- Cx H- yx^ -+- ^x^ * 
est, n.^ 204 , ^n = a-Q^.oc'^ + Z>p«-^«-* H- cp'^-^a-', 
où p«. flf-i, p'^-^oj-ï, p«- 2.^1^-1 désignent respectivement les coëfficiens 
de x'', a:"-" , o:''-^ dans le développement de 



a -h g'ar -H ya:2 ^ j^^3 
soit cette fraction , après qu'on a décomposé le dénominateur en facteurs 
binômes, représentée par 

~ è{(i^ — x) (b —x){,i — x) ' 
on aura pour le coefficient de x» de la fraction proposée , 

— J{<^-"-^(b — a)-^(c — a)'»+b-«-«(a — b)-*(c — b)-» + c-'»-»(a-.c)-'(6-.c)-i| 
— -^ {a-''(b — a)-*(c — a)-ï + a-«(a — b)-»(c~b)"« + c-«(a— c)-'(b — c)-'} 

— 1 {a-«+'(b— a)-'(c— a)-iH-b-«+i(a— b)-'(c — b)-^4-c-«+»(a— c)-'(b— c)-»|, 

formule où l'on peut faire n fractionnaire. 

Je ne m'arrêterai pas plus long- temps à ces recherches : et j'observerai en 
général , qu'en appliquant le calcul des dérivations aux objets principaux 
traités dans le beau mémoire sur les suites de Laplace (Mém* de Paris, 1779) ? 

Y y 
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'On pourra rendre plus faciles la plupart des développemens , Hiéme en suivant 
la marche de ce grand Géomètre. 

- 219. Appliquons ces différentes méthodes à un exemple, afin de comparer 
le terme général que Ton obtient sans décomposer en facteurs , avec celui que 
Ion trouvé en conséquence de cette décomposition. 

Exemple. 

On demande lexpression du sinus et du cosinus d un angle multiple quel- 
conque nt , en cosinus de l'angle simple t. 

I.^ On sait qu'on a généralement, quel que soit n , entier ou fractionnaire, 
sin^^ == Qcos/^. sin(/î — 1)^ — sin(^^ — q)^, ^^ , ^ 

COS72^ = QCOS^. COS(az l)l; COS(/Z Q,)t j 

ce qui fait voir que les sinus et cosinus des angles en progression équidiffé- 
rente (arithmétique) forment des séries récurrences du second ordre, dont 
Téquation de relation est 

An QCOS^.^«.i -{- An-2. = O , . . . . (q) 

et partant la fraction génératrice 

a + bx /^^ ,. A + (B'-QCo^tA)x (4) 

, ( 3 ) , ou bien ^^ ; . ^ ^ ^ 

cc-Cx+yx"" i^Qcosl.x + x^ 

Cette fraction , à cause que pour les sinus on a A = sino^ = o , i? =: sin/^, 

et pour les co§inus, A = coso^ =z= 1 , i5 = cos^^, donne les deux suivantes, 

pour les smus , ; — : .. (5 ), et pour les cosmus , ; — - ... (6) 

r ' 1 — icos^.o; + 0:-' ^ '' ^ 1 — 2cos^. x + 0:^ 

Le coefficient de x" dans la fraction ( 3 ) est ^„ = ^D«. a' ^ ■+- ^p«-i. «-* , 
où il faudra faire, dans les dérivations, d. c^ = — g* et ensuite d. ê* = — y, 

(♦) Comme les formules que nous allons trouver seront démontrées généralement par les méthodes 
même qui y conduisent, on peut désirer que nous démontrions aussi les équations (i ) dont nous partons; 
d'autant plus qu'il y a d'excellens ouvrages où l'on s'est contenté de traiter par induction irne partie de la 
théorie des fonctions angulaires. 

On démontre dans tous les traités de Trigonométrie que, le rayon étant = i , on a 

sin ( r-f- ^ ) =^ sin r. cos t -+- cos r. gin t , cos ( /* + t) =z cos r. cos t — sin r. sin £ ; 

je fais r succesaivement =(« — i)^» et = (n — 2)^, et ces formules deviennent 
sin 72^= sin (« — i)^co8^-h cos ( « — 1)^. sint, cos«^=cos(« — i)£. cos^ — sin ( « — 1 ) ^ sin ^ ; 
»in(« — I )t=;=sin(re — 2)«.co8^-4- cos (« — 2)^ sin^, cos {n — i)/^=:cos(« — 2) t. cos^— sin(/2 — 2 ) t, sïnt; 
CCS deux dernières formules étant substituées convenablement dans les deux avant-dernières donnent les 
formules ( i ) ci-dessus. 



DES DÉRIVATIONS* I79 

à cause que g" dans le dénominateur a le signe — . En mettant à présent an 
lieu de ^ et ^ leurs valeurs relatives aux sinus et aux cosinus, on a 
sin;?^ = sin A D'^-^cf . .. . (7) , Cosnù = p«. c^-i — cosAp"-^. ^-^ • • • (ti) 

Pour développer d". ce' * , j'ai par le numéro 20 , en écrivant la série à rebours , 

et en développant ultérieurement, y étant une dernière quantité, 

^ 1. U t ' 

_^-«-+-2 1-...^ Çn-GyZ ^- etc (q) 

1. 2. 3 . ' ^^^ 

Pour avoir g« - '. ^- ' , il suffît de mettre dans cette série n — 1 , au lieu de n. 
Ces séries se continuent jusqu'à ce que l'exposant de C devient négatif. 

Il ne reste plus qu'à mettre au lieu de c^ , Cy y leurs valeurs 1 , qcos^, 1 , 
et Ton aura, en vertu des équations (7) et (8), 

sin nù =: ( *^) 

(, V n-Q . . „ 77-3.77-4, ^ - 7Z-4.n- 5.77-6 , 

sint.U^couy-^ (icosty-^-^ -^ (qcos^V-^ — (qcos^V-7 +etc. 

(^ ^ 1 1. 2 ^ ^ 1. Q. 3 ^ ^ 

cosnt = 

V , V. . /7-'2.77-3, ^ , 77-3.77-4.77-5, . ^ 

(qcos^)'*— (7z-i)(qcos/^)'*"2.^ (cîcos/)«-4 (Qcos^y-^ H- etc. 

.^/ A- , / N/ V ^r 77-3.77-4, ^ _ 77-4. 77-5. 77-6 , , 

— COSiÇ^.j(QCOS/^)«-i-(77-Q)(QCOS/^)«-5-j ^ {<2COSt)^-^ î — (QCOS^)«-7+etC. 

et en réduisant ces deux séries en une seule , ce qui s'exécute sans peine , 

cos fZÙ =: ( ^ ^ ) 

, (/ v^ , . ^ 72.77-3, ^ , 77. 77-4. n- 5 . . r ) 

j^U2Cos^y —n(^costY'^ H (qcos^''"'^ — — 77— ('^cos^V'^H-etcf. 

( 1. '2 ^ ' 1. Q. 3 ^ '^ ) 

Les séries (10) et (1 1) résolvent la question ; elles se terminent toujours, puis- 
que, conformément au développement (9), il ne faut les continuer que jusqu'aux 
exposans négatifs des S; mais comme on n'a pas décomposé en facteurs simples 
le dénominateur des fractions génératrices , ces séries ne peuvent servir que 
pour n nombre entier positif. 

II. Cherchons présentement les séries pour n entier négatif. On aura, par 
le numéro Qog, pour les fractions génératrices 

j . — sin/^. .X- * cos^. x' ^ — ,7;' ^ 

du sinus , ;— — — , du cosinus , 



1 — icos^. x-i -}- .r-2 ' ' 1 — Qcos^. x" * + o;'^ 

Donc , les coëfficiens du dénominateur étant les mêmes que précédemment , on a 

A^n'=^ sin(-7/^)=r: — sinAp«-i.^-» , ^_„=:COS(-77^) = COS^.p'*- ^ «"* p^-^.OJ" ^ 

Or p«•^«-^ donne la même série que ci-dessus, et Ton a ç'**^. oc' ^ en mettant 
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dans celle de ç^^'S ^ — ^ ^^ 1^®^ ^^ ^' Si l'on écrit les développemens , 
et qu'ensuite on réduise en une les deux séries qu'on aura pour cos{^nt)*y on 
trouvera pour sin(— w^) la même série (5 ) que Ion a eu pour sinw^, à cela 
près que chaque terme aura un signe contraire ; et pour cosQ^nt) on trou- 
vera absolument la même série (6) qu'on a eu pour cos nt y elles se termi- 
neront de même Tune et l'autre , car les n y seront des nombres entiers positifs. 
Cela s'accorde avec ce qu'on sait d'ailleurs , savoir que sin (— nt) = — sinnt , 
et cos(— 77/i^ = cosnt. 

m. Si l'on veut des expressions finies qui servent pour toutes les valeurs de 
w, positives, négatives, fractionnaires, il faut décomposer le dénominateur 
1 — 2cosA^ + ^^ en facteurs simples. Ce dénominateur égalé à zéro donne 
une équation du second degré , dont la solution fait voir que les facteurs sont 

cos^ -H y/ {(cos/^)=^ — 1 } — X cos^ — y/ [(cos^)2 — 1 } — 00 y 
ou bien cos^-4-y/ — i.sin^ — a?, cos^ — y/ — i.sin^ — a?. 

Je représente l'un par a — a; , et l'autre par b — x ; la fraction génératrice 

( 5 ) donne , en vertu du n.^ 2 1 7 , 

sin72^ = a-''-^sin^. a(b — a)' ^ -f-b"''- ^ sin^.b(a — b)* * , 

et en remettant à la place de a et de b leurs valeurs et réduisant, on trouve 

fcos^-t- i/— 1. sin^)-« — (cost — i/— i.sint)''' , . 

sinnt = ^ ' y^ ^— ....(iq) 

La fraction ( 6 ) , en vertu du même numéro q 1 7 , donne 

cosnt =1 a-'^-'(i— cos^. a) (b — a)*» -f- b"'-'( 1 — cos^. b)(a — b)-' , 
ce qui , en subsituant pour a et b leurs valeurs , se réduit à 

co^nt=i^ -L-1 1 1^ L !—, ...(i3) 

On a cost -f- v/— l'Sin^ = : — , ainsi qu'il est aisé de le 

^ cos ^ — v^ — i . sin t ^ 

vérifier en multipliant par le dénominateur ; d'où il s'ensuit qu'on pourra 
donner aux formules ( iq) et (i3 ; des exposans positifs, et Ton aura ainsi 

sixïnt = — y { (cos^ + y/— i.sin^)« — (cos^ — V" '^ i.ûnty \ , ...(14) 

cosAz^: = \ \ (cost — y/— i.sinty + (cost -h y/— i.sinty ]. ... (i5\ 

Ce sont les formules connues, lesquelles sont vraies pour ^^ quelconque , positif, 
négatif, et fractionnaire {'^). 

(*) LuLER a donné les séries (lo) et (n) dans le chapitre 14.^ de V Introduction etc., sans les démontrer 
d'une manière générale ; il a remarciué ensuite dans un mémoire qui vient d'être publié dans le tome IX 

220. 
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220. Lorsque le dénominateur d'une fraction génératrice a des facteurs imagi- 
naires, comme ces facteurs vont toujours deux à deux , en prenant le produit de 
deux facteurs imaginaires correspondans, on évite les expressions imaginaires, et 
la fraction génératrice se décompose en fractions partielles de la forme suivante 

R ^ Sx 

1 — Q cos^. X -^ œ'^ ' 

voyez le chapitre i3.^de Y Introduction etc. d'EuLER. Pour avoir sur-le-champ 
le coefficient de x^ dans le développement , je représente le dénominateur 

par ce — C^ -t- y^^^ ? et j'ai 

Or, en comparant avec l'équation ( 7 ) du numéro précédent, où p«. ^-», 
B^'Koi-^ désignent la même chose qu'ici, à cause que les dénominateurs sont 

les mêmes dans les deux cas, Téquation (7) donne y'^'^oc'^ = — : , 

des noi^a yécta de Pétersbourg , que ces séries ne sont vraies que pour les cas où n est un nombre entier 
positif, pourvu qu'on ait soin de rejeter tous les termes où l'exposant de 2cos^ devient négatif; que, pour 
avoir des expressions généralement vraies de s\n?it et cos tz^, il faut à chacune de ces séries en joindre une 
autre où les exposans de 2cos^ soient négatifs, et il a trouvé pour ces expressions 

( / N ^^-'^ / X . ^-^' "-i , N 7Î-4- w-5. n-Çi , . \ 

l (2COS/)n-' (2COS^)«-3 H (2COS/)'i-î 2— ( 20 OS /^) "-7 4- etC. i 

sin77Y = sin^< ^ '* ^ i, 2. 5 1 

f (2COS0-""' (2COS0"'n *(2C0S/)-«-î — -^ (2COStyn-7 etC. \ 

^ l ' 1.2 1. 2. 3 ) 

!/ , , V 7i,7i''5 , . n.7i'/\. rt-5 . . , •'i 

(2COS^)n 71 ( 2C0S t)n' 2 ^ (2008^)" "4 -— ( 2C0S ^ ) 'î " o -|- etC. / 

, r \ . / N /;. /2 H- 5 , . n.Ti -i~ /\. 77 -^ 5 . ^ , i 

-|-(2COS ^)-'« 4- /Z ( 2COS^)- n*a 4 1 ( 2C0S ^V^'^H r- ( 2 COS^)"^"" o -f- CtC. \ 
1.2 1.2.3 -^ 

Il a démontré généralement que pour n entier positif ces expressions se terminent toujours, parce que les 
termes à exposans négatifs des premières séiies sont tous détruits par les secondes. Dans les cas de 71 
entier négatif, ce sont les premières séries qui détruisent les termes à exposans négatifs des secondes. Quand 
n est fractionnaire, ces séries vont à l'infini. 

Ces expressions (16) et (17) ne sont autre chose que les développemens suivant les puissances de 2C0St 
des formules CM) ^^ (i5) ci-dess«s; comme on peut le voir dans le mémoire cité d'EuLER , et mieux 
encore dans un autre du professeur Fuss , inséré dans le même volume de l'Académie de Pétersbourg, 
Ainsi il ne faut pus s'étonner si elles s'étendent à toutes les valeurs de n, 

La manière dont nous avons résolu la question proposée nous paroît avoir l'avantage, i.** de démontrer 
généralement les séries (10) et (n) ; 2.° de faire voir comment il faut les employer dans le cas de n négatif 
entier; 3.° de faire voir d'avance qu'elles ne sont plus vraies pour ti fractionnaire, et d'indiquer la véritable 
cause de cette limitation; 4*^ enfin, de démontrer facilement les formules finies vraies pour tous les cas. 

On en conclud encore que, puisque les séries pour s'iniu et coS7U, que donne Euler au chapitre VIII, 
n.°i33, de VTntroductio7i, et Fuss, au §. 12 du mémoire cité, ne sont que le simple développement des 
formules (14) et (i5), ces séries sont aussi vrsies quel que soit 71* 

z 7. 



•(•G) 



••('7) 
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et, en mettant « -f- i au heu de /z, B^'.ct'^ = ^^-. : dou Ion tire 

sur-le champ , pour le coefficient de x^ , 



sin^ 






sin^ sinr ' 



comme le trouve Euler dans le chapitre cité. 

S'il y a plusieurs facteurs imaginaires égaux , on aura une suite de fractions 
partielles de la forme « j. ^ç ^ 

( 1 — Q cos ^:. X + a;2 ) * ' 
or , au moyen de nos formules , on aura sur-le-champ pour le coefficient de .x» 

Rien n'est si aisé que de développer p«. a ' ^ , le polynôme étant oc — Êo? -f- yx^ , 
car il suffit d'employer nos formules en faisant d. ^ = — 6*, et d. 6* = — y) 
on a ainsi, par le n.^ qo , 

^^.cc'^ = Actf-^-^p^-^g* -H -^ — -î- — a;-*-^g'*'^.5*^ + etc. 

1. Q . . .. (ri— 1 ) 1. Q /î 

J'écris la série à rebours , je continue les développemens , et je mets en même 
temps au lieu de û? , g*, y leurs valeurs i , q cos/^, i ; ensuite , pour avoir le 
développement de ^"^-Koc^^ il suffira de changer dans la série trouvée n en 
n — 1. On aura ainsi j — 

1. Q n ^ ^ 1. Q {n — ^2 ). 1 

4- — / T, i (qcos/^V-'^ — -^^ , \x ~(qcos^/-^ -f- etc. 

i.Q (7i-4).i.Q ^ ^ 1. Q (/i-b). 1.2.3 ^ 

— îi ^--i ;— ^ (2COS0«-i — ^^ ^7 r-r ' (qCOSO""^ 

1. Q (72—1) ^ ^ 1. Q (72-3).l ^ 

^ ^ ^^ — — 1^ (qcos^)«-5 ^ — ^-— ^ (qcos^V-7 + etc. 

1. Q.. .. . (72— 5> 1. 2 ^ ^ 1. Q (72 — 7j. 1.Q.3 ^ 

séries qu'on continuera jusqu'à ce que les exposans de acos^ deviennent négatifs. 
J'avertirai , en terminant ce paragraphe , dans lequel j'ai traité des séries 
récurrentes simples dont la théorie a été inventée pour résorudre plusieurs 
problèmes sur les probabilités , que les ouvrages de Moivre et de Montmort 
sur les hasards offrent différens cas où le calcul des dérivations s'emploie avec 
avantage , soit en conservant les analyses de ces auteurs , soit en s'en écartant. 
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§. II. 



Des séries récurrentes doubles et triples^ 
221. La série suivante 



Bx 


■+■ 


Cx^ 


-h 


Dx3 


-h 


etc 


B'y 


-f- 


Oxy 


■H- 


Z>'a;2j H- 


etc. 






C'y. 


+ 


£>":ry: 


'-H 


etc. 








-h 


Z)"y3 


H- 


etc. 
etc. 



(0 



a toujours été mise jusqu'ici sous cette forme triangulaire; on peut aussi la 
mettre sous la forme suivante de rectangle 

A H- Bx -H Cr2 H^ Dx^ H- etc. 
+ By H- (yxy + Z)'a;2j -h Ex^y + etc. 
--}- Cy^ ^ £)"^j2 _|^ £"a;2j2^ i^"x3j2 .j^ etc. (q) 

+ Z3'^y3^ £'".xjK3-h i7"^a;2j5 4^ G'"a-3j3 + etc. 
4- etc. -f- etc. H- etc. -4- etc. -+- etc. , 

et toutes les fois que par la suite nous parlerons de termes de la première, 
de la seconde , etc. , lignes horizontales , de Ja première , de la seconde , 
etc., lignes verticales, nous supposerons que Ion considère la série comme 
arrangée suivant la forme de rectangle. 

Si Ton veut se contenter d'écrire les coëfficiens, et les caractériser par des 
indices inférieurs ( n.^ i3o), en les disposant sous forme de rectangle, on 
aura le tableau suivant , où , pour plus de clarté , nous avons laissé les indices 
zéro , quoique , pour abréger , nous les omettions ordinairement sans incon- 
vénient , 



(3) 



Aq^O 


^l;0 


-^2,0 


^3,0 


etc. 


ArUfO 


etc. 


Ao,\ 


^.,. 


^2^1 


^3,. 


etc. 


Am,i 


etc. 


AofT, 


-^1;2 


A 2.^1 


-^3; 2 


etc. 


Ajn^l 


etc. 


-^o,5 


^.,3 


^^,Z 


^3,3 


etc. 


^m,Z 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


Ao^n 


A.,„ 


^^,n 


^3,rz 


etc. 


yim,n 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 
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Comme ces séries (q) peuvent être continuées des côtés des exposans de 
œ et des exposans de y négatifs , de cette manière : 

etc. etc. etc. 

etc. y^-2,«2^^^~^ y^^,^-.2«:^"~y~^ 

etc. A^^2,~-i x-2jjr-» yî^^i^-i x-y-^ 



3/ 
région 



région 



.,,1^-^JK 



etc. etc. etc. 

A^-^y-'^ Ai^^'.xy-^ etc. 
A^-ij^^ Ai^^ixy-^ etc. 



4. 
région. 



...(4) 



etc. 



Oxy 
etc. 



etc. 
etc. 
etc. 



1/^ 
région. 



etc. A^<i^ocr-^ A^i^x-'^ 

etc. ^«s/i-^^y ^-i 
etc. etc. etc. 

on distingue quatre régions. Nous nommerons première région celle des 
exposans de x et de j^ positifs, ou des indices ttz et iz positifs; seconde région , 
celle des exposans de x négatifs et des exposans dej>^ positifs; troisième région, 
celle des exposans de vT etjK à la fois négatifs; et quatrième région^ celle des 
exposans de x positifs et des exposans de y négatifs. 

222. Supposons quon ait constamment entre ces sortes de termes ou de 
coëfficiens une équation de relation de cette forme 

O = OcAm,n -+- SAm-^,n ■+" yAm^^,n -f" CtC. 

H- C'Am,n-i H- y^Am-i,n-i ^H CtC. + OCr,s-i Am-^r^n-s-^i .... (5) 

" H~ y -^;72,«— 2 H— etc. -\- OCr—ifsAm—r -\- ifTis^ OCrfsAm—rfii-^s^ 

Oit S^^\ y, yS y, etc. , (Xr,s étant des quantités quelconques constantes et don- 
nées : la série dans laquelle chaque terme dépend de ceux qui le précèdent de 
la manière exprimée par cette équation, sera une série récurrente double. 

Il est aisé , d'après cela , de se faire une idée de la nature des séries récur- 
rentes triples y quadruples y sans qu'il soit nécessaire de nous y arrêter. 

Nous nous proposons de trouver le terme général des séries récurrentes 
doubles, quel que soit l'ordre de l'équation de relation tant par rapport à 
m que par rapport à n. Nous supposerons d'abord que oc ne soit pas zéro , et 
que les séries soient renfermées dans la première région; c'est-à-dire, que les 
termes de la série continuée dans les autres régions, soient tous nuls ou ne 
doivent pas entrer dans l'équation de relation , ce qui a lieu dans un grand 
nombre de problèmes : nous passerons ensuite aux cas où les séries s'étendent 
dans les régions des exposans négatifs et à ceux où. u est zéro. Notre méthode 
consiste à former la fraction génératrice double , et à trouver l'expression d'un 

coefficient 
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coefficient quelconque de son développement au moyen des dérivations. Si 
cette méthode n'est pas exempte de difficultés dans les derniers cas , elle réussit 
ordinairement dans les premiers , et à la facilité elle joint l'avantage d'être 
uniforme , quel que soit le nombre des termes de l'équation de relation. 

Problème. 

* 2.q5. Etant donnée l'équation de relation quelconque d une série récurrente 
double , renfermée dans la région des exposans ou indices positifs , et ce n'étant 
point zéro; trouver lexpression du terme général de la série en fl^> ff, fi*S yf 
y' y'', etc., coëfficiens de l'équation de relation. 



Pour mieux fixer les idées, commençons par un cas particulier. Supposons 
que l'équation de relation soit 



-4- C Am,n-t + iAn 



] = o. 



(6) 



Je commence par chercher la fraction génératrice double de cette série , en 
me conduisant d'une manière semblable à celle qui a donné la fraction géné- 
ratrice des séries récurrentes simples. J'observe d'abord qu'on peut mettre 
l'équation donnée sous cette forme rectangulaire , 

' . > = o, (7) 

en l'écrivant à rebours. Si Ion compare le premier membre de cette équation 
(7 ) ou (6) avec les formules des numéros 175, 176, 177, ou bien encore si 

l'on promène l'échelle '^ J^ ^ sur le tableau (3) du numéro qqi, on verra 

que le premier membre n'est autre chose que le développement de p'".p'''.(a^), 
c est à-dire, le coefficient de œ'y^ dans le développement du produit 



ce -h Co[> 

-+- ê^y -H y^j 



£x 


-+- 


Cx^ 


-\- Dx^ -H etc. 


£'j 


-+- 


Oa-j 


+ 0xy H- etc. 




4- 


ay 


H- /)".ry2 ,-H etc. 
4_ £)"y3 ^_ etc. 

-+- etc. 
A a a 
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Représentons le développement de ce produit par la série double 
a ^ bx •+- cx^ •+• dx^ + etc. 
+ ^y + c'^ + d}x^y 4- etc. 

4- c'y2 ^ cV^xy^ -+- etc. (8) 

-H ^''y5 _^ etc. 

H- etc. , 
et nous aurons l'équation suivante , 

a ^ hx H- cx'^ -f- d:3^ -H etc. 
-H ^y -4- c^xy -4- £;?'a:^ + etc. 

H- c"j2 ^ ^''0:72 -4- etc. (9) 

+ ^^y ^ etc. -^ + ^^ -H Ca:3 + Z>:r3 + etc. 
+ etc. + ^y 4- Cxy ^ Dxy + etc. 

_ -4- Cy^ + D^^xy^ -f- etc. 

a -H e*x + £>'^y3 ^ etc. 

4- f [y +• v'^J + etc. 

Le second membre de cette équation représente par ses coëffîciens les termes 
successifs de la série récurrente : le premier membre sera la fraction généra- 
trice de cette série , après que nous aurons déterminé les coëfficiens du numé- 
rateur de manière que Téquation de relation (6), dont le second membre 
est zéro , soit satisfaite. 

Il résulte de là que la plupart des coëfficiens du numérateur doivent être 
zéro ; voyons quels sont ceux qui restent et qui demeurent indéterminés. 

224. A cet effet, je multiplie l'équation (g) par son dénominateur; le second 
membre deviendra 

icA 4- {ocB 4- i^A)x ^ {ocC + i:B)x'^ h- {ocD H- ^C)x? h- etc. 

^(^ocD'it^C'C'')y3 ^etc. 

+ etc. , 
produit qu'il est facUe de continuer par dérivation. Or il est aisé de voir 
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que dans ce produit les coëfficîens de x^j x, x^^ x^j etc. ne remplissent pas 
toute retendue de Téquation de relation ; qu'il en est de même de ceux de y , 
j^2^ j3^ etc. ; mais que tous les autres coëfficiens remplissent Féquation de rela- 
tion , et qu'ils sont par conséquent zéro , en vertu de cette équation. D où il 
résulte que, puisque le produit est égal au numérateur de la fraction généra- 
trice, il ne se conserve dans ce numérateur que deux lignes indéfinies, savoir la 
première ligne horizontale et la première oblique , lune toute en x sans jr , 
lautre toute en y sans x. Ainsi la fraction génératrice sera en général 
a -^ l?x -h cx^ H- dx'^ -f- etc. 
~f- ^y -H c'y2 ^ d^^yz ^ etc. 

• (10) 



oc 



Cx 



Il est aisé de voir que si le terme y^ /4m.j,n-i manquoit dans l'équation de rela- 
tion (6) , c'est-à-dire, si y' étoit zéro , le numérateur de la fraction généra- 
trice seroit formé en général des mêmes deux lignes , et la fraction seroit préci- 
sément la même que celle ( lo) que nous venons de trouver , au terme yV 
près qui disparoît dans ce cas. 

225. Les valeurs de ^, b ^ c^ d^ etc. , b\ c^\ d"^ ^ etc. doivent être données 
immédiatement par les conditions de la question , ou bien il faut que l'on 
connoisse deux lignes de termes de la série récurrente , qui servent à déterminer 
ces valeurs , comme les termes de la première ligne horizontale et ceux de la pre- 
mière verticale (n.° 2Q i ) ; car alors on aura facilement a^ h^ c, d^ etc. , b\ d^ ^d^^\ etc. 

En effet , l'équation ( g ) du n.^ q 2 3 donne a = otA ; d'où l'on tire b=zTi.{ocA) , 
c = p2.(^^), d=^'^.{ocA), etc.; b' =iv!.{ciA),d' =^^'\{ccA), W'^ = ^'^.{pcA), 
etc. : en développant , et observant que 6* et y' sont des dernières dérivées 
par rapport an, et g*' et y' des dernières dérivées par rapport à d\ on a 
a = uA , 
b = ocB ^ ÇA, V ^ oùB ^ QU , 

d = uD ^ CE, d^'^ = uD'^^ H- ÇC\ ^^^^ 

et généralement et généralement 

c'est aussi ce que donne le produit développé du n.^ 224. 
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On peut trouver à la fois et l'espèce et les valeurs des termes à conserver 
au numérateur , en promenant simplement sur le tableau (3) du n.^ 2qi , 
après y avoir mis les valeurs données par les conditions de la question, 

Féchelle de relation _, CT^ » séparée de l'équation de relation ( 7 ). C'est 

même dans cette vue que nous donnons à l'équation de relation la forme de 
rectangle (7), et nous en userons ainsi à l'avenir pour les autres équations 
de relation. Chaque position de l'échelle sera un cas particulier de l'équation 
de relation, et les positions où l'équation de relation n'est point satisfaite 
donnent les valeurs des termes à conserver au numérateur. 

226. La fraction génératrice étant ainsi déterminée , rien n'est si facile que 
de calculer immédiatement un terme quelconque de son développement 
(n.° 187). La fraction (10) donne, au moyen de nos formules, pour le terme 
général de la série récurrente , 

ap"». ç'". a""^ -h- to'^-^p'". »-* -H cp'"-^, p'^. a-i -f- ^p'"-^. p'^ a'^* 

-+- etc. -+- ^Ï;;,_2,p2.p^«.a-» -f- ^;„^i,D.p'«.û5-» + ^m, p'«. «-' 

-4- Z^'p'^.p^'^-1. A5~' 4- c'^p"*. p^''-^ oj-^ H- J'''p'».p'«-5.^-i ^ etc. 

formule qui est toujours composée d'un nombre fini de termes , et qu'il est 
aisé de développer ultérieurement, sur tout si l'on en écrit les séries à rebours : 
on se souviendra , dans le développement , que C et y' sont des dernières dérivées 
par rapport à d , et £' et y par rapport à d'. 

327. La formule que nous venons de trouver peut être mise sous une forme 
un peu différente , en ordonnant les développemens suivant A^ B^ C, etc., 
B\ C\ etc., c'est à- dire suivant les termes des lignes données de la série. 
Par là les résultats s'approchent davantage de ceux auxquels on parvient par 
d'autres méthodes. 

Ainsi , tout demeurant comme dans les numéros précédens, si Ton met au 
lieu de a, Z^, c, etc. b^ ^ d\ d^'^ ^ etc. leurs valeurs données par les équations 
( 1 1 ) et qu'on ordonne comme nous venons de le dire , on aura pour le terme 
général 
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-^ m I n ^^^-^ 

4- B {^p'^-'.ç^a-^ ^- e^P'^-^P'^oj-M 

+ C {oîp'^-^.p^a;-* -f- ê^p'^-^.p'^o:-^ } 
+ etc ' 

-+- Am^,,\ccx^.^'^.oc-^ + fp'«.aj~»} 

4- ^;;,,.ajp'^«î~^ 

-H ^' |«p'«.p'"-^a5-^ -^ g^rp^'.p''*-^.^-^} 

4- C"{ajp'».p'«-^a5-^ -H 6^'p'". p'''"^- aj^' | 

-H etc 

+ ^^„. ojp'^.ce--^ 

P.28. Appliquons tout de suite cette solution à un exemple. 

Exemple I.^' (*) 
Étant donnée 1 équation de relation suivante , dans laquelle 7 = 1 — • /?, 

V = , 

P^m--\,n •+■ ArrifTi ) 

avec les conditions, 1.^ queAm,o= 1 tant que tu est un nombre entier positif 
quelconque, et Am^o = si m =: o ; 2.0 que Ao,n = o lorsque n est zéro ou 
un entier positif quelconque ; 3."^ que la série soit renfermée dans la région des 
m et n positifs, c est-à-dire, que Am,n = o toutes les fois que tu on n devient 
négatif : on demande l'expression du terme général de la série récurrente. 



En comparant avec l'équation du n.^ qq3, on voit qu'ici y = o, et que 
partant la fraction génératrice sera de cette forme , 

a ^ boc -^ cx^ -+- dx^ -H ex^ -+- etc. 

-{- l^y -i- c'^jr'^ -H ^^'y^ + e'^4 + etc. 



ce ^ Cv -h Cy 



(*) Voici une question des probabilités, dont cet exemple est la traduction analytique : « On suppose 
» qu*à chaque coup il puisse arriver deux événemens dont les probabilités respectives sont p et ^; et on 
« demande le sort d'un joueur qui parieroit d'amener, dans un nombre de coups indéterminé, le second 
» des deux événemens n fois avant que le premier fût arrivé m fois. » 

( Voyez le mémoire cité de Lagrauge , dans le recueil de Berlin pour 1776 , page 246. ) 

B b b 
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où il faut déterminer a^h^ c^ d^ etc. b\ d\ d)^^ ^ etc., au moyen des équa- 
tions (II) du n.o 2^b^ par les conditions i.^^ et q.^^ ci-dessus. Ces conditions 
donnent A=: o, B== i^ C= i , £) z=: i , et généralement ^r, = i , et i5^ = o , 
C^' =: o , D^^^ zzz o , et généralement J,r = o : on a de plus 05=1, C= — p , 
& =^ — 9^ = — ( 1 — p). Les équations ( 11 ) donneront ^ z= o , ^ = 1 , 
c = i— /7,^=i— /?, e= 1 — p ^ etc. ar,=i 1 — p; b^z=o^ d^ =10^ 
d'^^ = o , etc. a^r = o. Ainsi la fraction génératrice se réduit à 

œ -^ (i — p)x^ -+- (1 —p)x^ +- (1 —p)x^ -+- etc. 
i — px — cjy 

La formule (iq) du n.^ qq6 donnera donc pour le terme général demandé, 
en écrivant la série à rebours , 

A m fît 

Le développement réduit de cette formule se trouve facilement; car , puisque 
Ç et 6"' sont des dernières quantités , dont les dérivées sont zéro , on aura 
p'«.^-i = rh cT^"^ ë*^", où Ton prendra le signe -h ou — , suivant que n sera 
pair ou impair. De là on déduira D.p'^a-% p2.p^'ï.^-i, etc. en prenant les 
dérivées divisées successives d de ± or'^-^ë^'^, oc seul variant de ff : on aura 
ainsi a 

j 1. î ' 

ip etc. =t -— î- , ^ , ^ ctf~«-^+ig^-^f^« i 

^^ 1. Q {TU — q) 

n + 1. ^ + Q (n + 77Z — 1) , 

^^ 1. Q (//î — 1 ) 

En mettant présentement à la place de «, f , 6*' leurs valeurs 1 , — /?, — ^j 
on trouve > 

H- etc. H \ ' . P""-^' 

1. 2 {m — 2) 

^ T 2 (/»-l) ^ ' 
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formule qu'on peut réduire à celle - ci 

( 72./2 + 1 n.n + 1.71 + Q - n. w + i...fAZ+w — q) ) 

^ l '^ 1. 2 ^ 1. Q. 3 ^ 1, Q....(m— l) ^ )' 

que Lagrange trouve par des principes différens à la fin du n.^ 52 du mémoire 
cité dans la note précédente. Il suffit pour cela d'effectuer la multiplication 
par 1 — p ^ puis de réduire les coëfficiens en n. On parviendroit immédiate- 
ment à ce résultat en employant la formule du n.^ qq;, 

22g. On peut suivre les procédés des numéros qqS et suivans et de la fin 
du numéro 2q5 pour des équations de relation plus compliquées; on peut, si 
lori veut , les appliquer à l'équation 

et Ton verra que , dans ce cas , il se conserve généralement quatre lignes au 
numérateur de la fraction génératrice , savoir les deux premières lignes hori- 
zontales et les deux premières verticales. 

Il arrive quelquefois que, d'après l'état de la question, l'équation de relation 
commence à avoir lieu avant qu'elle soit remplie dans toute son étendue; 
alors le nombre des lignes du numérateur peut être moindre. 

Si l'équation précédente manquoit des termes g''^OT-2, «-a? (l'^-^/«-i,n~Q ? et 
S'^m^2,Ti^i; on trouveroit encore, de la même manière , qu'en général il se 
conserve les mêmes lignes au numérateur que lorsque ces termes ne manquent 
point , c'est-à-dire les deux premières lignes horizontales et les deux premières 
verticales. 

23o. Mais , sans nous arrêter à des cas particuliers , il sera facile de tirer de 
ce qui précède les conclusions suivantes , générales pour une équation de 
relation quelconque , en supposant toujours que la série soit renfermée dans 
la première région et que ce ne soit pas zéro. 

Une équation de relation double quelconque étant donnée , on fera toujours 
en sorte que les plus hauts indices de u4 soient ?n et n ^ car s'il y avoit les 
indices m -f- i , ou m H- q , on n'auroit qu'à mettre m — i j on m — q , au 
lieu de m dans tous les termes de l'équation ; on en useroit de même à l'égard 
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de n , s'il y avoit des indices /z + i , /z -f- q ; et comme l'équation auroit tou- 
jours lieu , cela n'ôteroit rien à sa généralité. 

Tous les termes de Téquation de relation ainsi préparée étant mis dans un 
seul membre , l'autre étant zéro ; il est clair qu'on pourra toujours regarder ce 
premier membre comme le développement de p"*. p''». {olA) , en prenant pour 
dernières dérivées de oc celles qui le sont dans l'équation de relation donnée ; 
c'est-à-dire qu'on peut toujours regarder ce premier membre comme le coeffi- 
cient de x'^y'' dans le produit de ^ H- Bx H- Cx'^ -f- etc. 

+■ B'y -H Cxy + etc. multiplié par le 
H- C^y2 _|_ etc. 

+ etc. 
polynôme double que donne l'équation de relation si l'on y met au lieu de 

Am,n, Am^i,n, -^m, n - 1 , Am^2,ny Am^x,n-i^ etC. leS quantités 1, X,J, .X^ , 

œy ^ etc. respectivement, et généralement xy^ au lieu de j4m^T,n^%* De là il 
s'ensuit que 

1.^, Comme ce polynôme est le dénominateur de la fraction génératrice, 
on formera, toujours le dénominateur d'après l'équation de relation mise toute 
entière dans un seul membre, en substituant dans cette équation i , x^ y^ 

X^y Xy^ etc. à la place de Am,n', Am^\,n^ Am,n-^i , Am^:L,n 1 Am^i,n-ij ctc. , 

respectivement. 

2.° Si l'on représente par am,n le coefficient de x^^y^ du produit ci-dessus, 
am^nX^y^ sera un terme quelconque du numérateur de la fraction génératrice : 
on aura donc pour le coefficient de ce terme 

am,n = ^"".^^".(ocA) , (l) 

où , en donnant des valeurs particulières à ^ et à /z , il faut faire am,n égal à 
zéro, dans tous les cas où les conditions de la question le permettent sans 
absurdité , afin de satisfaire à l'équation de relation , laquelle est ici représentée 
par p'".p'^(ctf^). 

3.^ La fraction génératrice étant ainsi déterminée , on aura, pour le terme 
général de la série récurrente la formule , 

où , en développant le second membre , on ne conservera des dérivées de a 
que celles qui représentent les coëfficiens conservés du numérateur, les autres 
étant zéro ; et , en développant ensuite D"*. d''^. (xr^ , on aura soin de prendre 
pour dernières dérivées de oc celles qui le sont dans lequation de relation. 

23l. 
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23 1. La principale difficulté consiste donc à déterminer les coëfficiens du 
numérateur. Voici, je pense, ce que l'on peut, d après ce qui précède, pres- 
crire de plus simple et de plus général à cet égard. 

Soit lequation de relation quelconque représentée par 

on aura pour l'expression d'un coefficient quelconque du numérateur 

Au moyen de cette équation et des conditions de la question , et en donnant 
à m et à ^z des valeurs particulières , on formera le commencement de la 
série récurrente , dont on disposera les termes sous forme de rectangle ; on 
n'étendra ce commencement de la série que dans la région des m et n positifs, 
si, comme nous le supposons ici , cette série est toute renfermée dans cette 
région et si oc n'est point zéro. On verra ainsi , en formant les premiers 
termes de la série, ou, en promenant l'échelle de relation sur le tableau des 
termes de la série déjà formés , quels sont les lignes ou les termes où am^n ne 
devient pas zéro, c'est-à-dire où l'équation de relation n'est pas satisfaite; 
les valeurs de am,n pour ces termes seront les coëfficiens des termes à conserver 
au numérateur de la fraction génératrice. Il sera ordinairement facile , après 
avoir calculé quelques termes de la série , de voir dans quelles lignes se trou- 
vent les suites de ces coëfficiens : on se bornera donc à les calculer ou à en 
trouver l'expression générale , ce qui est toujours censé plus simple que de 
trouver le terme général de la série. 

Cela fait , on aura pour le terme général de la série 

comme ci- dessus, 3^ du numéro précédent. 

On verra par la suite que cette manière de procéder s'étend aux cas où oc 
est zéro et où la série n'est pas bornée à la première région. Avant que de 
l'appliquer à des exemples qui l'éclairciront , il convient d'indiquer un moyen 
d'abréger les développemens dans beaucoup de rencontres. 

1232. L'opération du développement de p'". p''». oc"^ conduit en général à un 
grand nombre de termes lorsque les dérivées de oc sont nombreuses; mais 
la plupart de ces termes deviennent nuls quand oc n'a qu'un petit nombre 
de dérivées : voyons donc quelles sont les simplifications qu'on peut employer 

G C G 
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dans ces derniers cas. Prenons un exemple particulier, mais suffisant pour 
tracer la marche à suivre dans de pareilles rencontres. 
Supposons qu'on ait à trouver le coefficient de œ^y^ dans 

(a5 + f^ + yJO^ + y^œy ~{- s^^'ocy^)-^- (ij 

Ce coëfBcient est représenté par p'^.p'^a"^ , et il est facile de voir que le déve- 
loppement de cette expression ne peut être composé que de termes de la forme 
a~^. C^. 7^ y^ g'^'S abstraction faite des coëfiîciens numériques. 

Pour déduire de cc-^ un quelconque de ces termes par m dérivations divisées 
D et n dérivations divisées d' ; je remarque, ].°que, pour aller de oc k &^\ il 
faut, sur le tableau disposé en forme triangulaire, faire un pas horizontal et 
trois pas obliques; 2.° que, pour aller de c^ à y', il faut faire un pas horizontal 
et un pas oblique; 3.° que, pour aller de u à y, il faut faire deux pas horizon- 
taux ; 4«° enfin, que pour aller de a à S*, il ne faut qu'un pas horizontal. 

Donc, 1.", pour déduire g'"^ de or^ il faut faire t dérivations divisées sur 
ccr^^ en donnant à ^ la seule dérivée 6*: faire sur Ç^ qui en résulte, ^dériva- 
tions divisées d', en ne faisant varier Ç que de y ; faire sur y^ que l'on obtient , 
t dérivations divisées d' , en ne faisant varier que y' ; faire sur j"'^' que l'on 
obtient , ù dérivations divisées d' , en faisant varier j"'' seul : on aura de cette 
manière, pour le résultat de t dérivations p et 3t dérivations p' faites sur c^"'* , 
la quantité ± cc"^-^. s'^^; ce qu'on peut exprimer ainsi : p^ y^'^^.oc-^ =±^-^-^5'^'', 
le premier membre devant être pris dans un sens restreint , défini par ce qui 
précède , car autrement il auroit une signification plus étendue. Le signe -f- 
ou le signe — a lieu , suivant que t est pair ou impair. 

2.^ Pour avoir y^', il faut, dans le résultat précédent, faire ^dérivations 
divisées d sûr ar^"^ , en faisant varier oc seul , ce qui donne 

± -i oc-^-'-'.C'* 8^ ; ensuite il faut faire, sur cette 

1. Q S ' 

quantité, s dérivations divisées jy\ en ne faisant varier que S*, et Ton aura 

1, 2 s ' ^ ^ 

3.*^ Pour avoir y'", il faut dans le résultat précédent faire r dérivations divi- 
sées D sur oc^t-s-^ , ce seul variant, ce qui donne 

1. Q S. 1. 2 r ^* ^ 

il faut ensuite faire sur Cr, r dérivations divisées d, ffseul variant, et l'on a 
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(^t^i)(^t^^)(^t^3) (^t^s^r) _,^,^,,, . ,, ,„, 



Q. 3 j. 1. Q. 3 



p'^-^^-2^p'3^^-^«- 



4.^ Enfin, pour avoir g*^, il faut faire sur ^-t-s-r^i dans le résultat précédent 
^ dérivations divisées d , ce seul variant , et Ton trouve 

d= ^ ^-^ : -^ — ô ^a5~^-^-''-^-^^^.y.y^g'''^ 

!• 2. Ô....S. 1. Q. 3....r. 1. Q. 3....<7 ' ' 

= p^-^-'^ + 2^-f-î.p^3f-+■^C^-l = (a) 

1. '2. 3....^. 1. 2. 3.... r. 1. 2. 3....^. 1. 5. ô....t ' ' 

le signe -f- ou — ayant lieu suivant que ^7 ^ r 4- ^ -H ^ est pair ou impair.. 

On a donc p'".p'".ctf-^ = p^-f-^ + 2r+^. p/3/H-/,^-i ^ avec la condition cepen- 
dant que les lettres 9 , r^ s y ù doivent recevoir autant de valeurs différentes 
qu'il y en a en nombres entiers positifs ou zéro qui satisfont aux deux équations 

n =: s -i- 3t. 
Or il y a quatre indéterminées et deux équations seulement , ce qui montre 
qu'il y a plusieurs manières d y satisfaire , qu'on déterminera toutes facilement 
par les méthodes de l'Analyse indéterminée : quand elles le seront , on les 
mettra successivement dans la valeur précédente de p^-+-'' + 2''-^y. p'2^-^ ^«-i , 
et la somme de toutes les quantités qui en résulteront sera la valeur de 
p-.p'«.a5-. 

Si l'on a (flj -+- ^.r H- y^^^j)"^ ^ on n'a qu'à faire dans ce qui précède r et ^ 
zéro, et l'on aura m z=z q -\^ s ^ et n ■=. s. Dans ce cas, il y a autant 
d'équations que d'indéterminées, et q et s n'ont chacun qu'une valeur, savoir 
q :=zm — 72 et ^ = 77. Donc le développement de d'". T)^". cc~^ se réduit au seul 
terme 
, 1» 2. 3 m ^ . . n+i,n + Q...7n ^ ^^^ ^ . , . 



l.Q.3...(772 — 72). 1. 2. 3...72 ^ 1. 2... (772 — 72) 

le signe H- ayant lieu pour 772 pair et le signe — pour m impair. 

Il suit des formules ci-dessus que, si le polynôme ne renferme, outre cc^ que 
deux autres termes quelconques, ou, plus généralement, s'il n'est composé que 
de trois termes , on a autant d'inconnues que d'équations , c'est-à-dire deux , 
et que partant chacune des inconnues n'a qu'une seule valeur , ce qui fait que 
dans ce cas le coefficient de a;'"j" dans le développement se réduit à un monôme. 
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On peut facilement tirer du procédé et du résultat précédens une règle 
générale, pour trouver hors de rang le coefficient quelconque de x^y^ dans 
le développement de la puissance — i d'un polynôme où manquent tant de 
termes qu'on voudra , quels que soient les intervalles des termes restans , et 
même le coefficient de x^y"- dans le développement d'une fonction quelconque 
d'un pareil polynôme , par exemple , de (p{oc-\- Çx + ^,^2 -f-y.rj -H ^^^xy'^)\ 
mais ce n'est pas ici le lieu de nous arrêter davantage à cet objet. 

On peut même arriver par des voies différentes au résultat ( 2 ) ci-dessus ; car 
on peut commencer par faire sur oT^ de ( 1 ) un nombre ^H-r + ^n-^de 
dérivations divisées d , en ne faisant varier que x seul ; puis faire sur g*^4" ''■+-* -f-' 
dans le résultat, r dérivations divisées d en ne faisant varier que S*; puis faire 
encore sur g^^H-^^-', j + ù dérivations divisées d' ; ensuite faire sur y^H-^ 
dans le résultat , t dérivations divisées d' en ne faisant varier que y' ; enfin 
sur S^^^ du résultat, encore t dérivations divisées d'. 

Exemple IL 
233. Trouver le terme général de la table suivante , qui est le triangle arith- 
métique de Pascal , mis sous forme de rectangle , 



1 


1 


1 


1 


1 


1 


etc, 





1 


2 


3 


4 


3 


etc. 








1 


3 


6 


10 


etc. 











1 


4 


10 


etc. 














1 


5 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



Dans cette table , toute renfermée dans la première région , la première ligne 
horizontale est toute formée d'unités , la première ligne verticale l'étant toute 
de zéro , à l'exception du premier terme. La loi de formation consiste en ce que 
chaque terme est égal à la somme de celui qui le précède dans la même ligne hori- 
zontale et de celui qui est au-dessus de ce dernier dans la même ligne verticale. 

En désignant par Am,n le terme général demandé , la loi de formation de la 
table donne cette équation de relation 

Am,n=^Am-^ifn'^Am-^\,n^i'iOnO=z] (l) 

( — Am— ifti "+" Am,n' 

Comme la table ne s'étend pas hors de la première région , il faut faire zéro 
les termes des trois autres régions , comme il suit : 

etc. 
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etc. etc. 
etc. o* 



etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
etc. 



o 
o 
o 
o 



etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


etc. 


1* 


1 


1 


1 


1 


1 


etc. 


o 


1 


Q 


3 


4 


5 


etc. 


o 


o 


1 


3 


6 


10 


etc. 


o 


o 


O 


1 


4 


lO 


etc. 


o 


o 


O 


o 


1 


5 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



etc. etc. 

Si maintenant on met am,n pour premier membre de Téquation de relation 
(i), en sorte qu'on ait ( — ^m^i,n^i 

et si Ton donne k m et k n des valeurs particulières , en promenant le second 
membre de cette équation sur le tableau précédent , on voit que am^n est zéro 
pour toutes les valeurs de ttz et de ^ , excepté à Tendroit désigné par des * , 
et que ce cas unique répond à ??» = o et n == o ; partant tous les termes du 
numérateur de la fraction génératrice sont nuls à l'exception du terme ^0,0= ^ , 
lequel devient = 1 , parce qu'on a , pour le cas marqué par des * , 

La fraction génératrice est par conséquent 

a 1 



aofO = < 



-^0;0 !• 



00 



xy 



ce -\- Qoc -^ y^xy 1 

On a donc pour le terme général demandé 

Am,n =■ p'«.p^''.(^a5-0 = ^p'^.p'^.aj-^ = p'«.p'''.a?-'. 
Or p'".p^''.a-^ développé dans le cas présent se réduit ( n.^ précédent) à ce 

72 -f- 1. w -f- 9... m ^ , ^ 

^^m-iÇm^ny^n.^ et, cn mettant pour a, fe, 



seul terme 



jn. m—\,m—<x (tti—w+i) 



1. 2.... (77i — n) 
y' leurs valeurs 1 , — 1 , — 1 , on a 

. n-Hi. /Z-+-Q. 7^-f-3 m 

'"'" ~ 1. 2. 3 ^m — n) ~ 1. Q. 3, 

Lagrange parvient à la même expression par des voies différentes , numéros 
10 et 14 du mémoire cité. 

D dd 



n 
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234. Si Von suppose que les termes de la première ligne horizontale d une 
table pareille à celle du numéro précédent forment la progression 1,2,4,8, 
16, 3q y etc. ; que la première ligne verticale, au premier terme près , soit toute 
formée de zéro , et que Féquation de relation soit 

on trouvera pareillement que l'équation de relation a lieu dans toute la table, 
excepté à un seul endroit, à l'origine , où l'on aura a=z 1. Donc le numé- 
rateur n'aura de même qu'un seul terme , et la fraction génératrice sera 

a 1 

ce -h S^ H- y'^y 1 — ^^ — ^^jy ^ 

d'où Ton tire le terme général 

771.(771 l)('^ Q).,..(m 7Z + 1 ) 

' 1. (2. 3 n 

comme le trouvent Laplace, Mémoires présentés , tome VII, pages g6 et sui- 
vantes, et d'après lui Cousin , n.° 576 de son traité de Calcul différentiel et 
intégral. 

235. Enfin , si l'on suppose que l'équation de relation soit la même que 
n.^ q33 , mais que la première ligne horizontale et la première hgne verticale 
de la série soient des quantités quelconques données , la série étant toujours 
bornée à la première région : alors il est clair que a^h .^ c ^ d ^ etc. , ^lb\ d\ 
d'^' , etc. ne sont pas nuls , et que la fraction génératrice est 

^ -H Z'o; 4- cx^ -+- dx^ 4- ex^ H- etc. 
H- Z^y + c'y 2 ^ d'y^ + <3'^4 + etc. 

j 

1 — oc — xy 

ce qui, par les numéros qq6 et ^3q , donne , à cause qu'ici oc= 1 y S= — 1 , 

^^ = o , y = — 1 , 

m.(m— 1) (^z+i) 

Am,n = ^ - Q {m^n) 

(TTi— I )(m— 9 )... (a2 + 1) j m{m-^\) n 

nr Q i^m-^ 1 —n) 1 . Q . . . . ( 772^ — /z + 1 ) 

(772— q)(w — 3 ).... (tZ + 1) ,j 7n(7?l'^ 1) ( ^ — 

1. Q (77^ — 5—//) 1. Q.... •^/7Î — /^+q) 

-f. d (^""3)(^^-'4)""(^+ 1 ) , ^ni rninz'-'i ). .. . (72 --q) 
1. Q (7/2,— 3— /^) I. 2 (m-^n + 'i) 

4- etc. 4- etc. 
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Si on veut ordonner par rapport aux termes même de la série qui sont supposés 
donnés ^ on aura, par la formule du n.° qq; , et en mettant au lieu de 
^.(m-i)....(n + i) Y^ .^^ m.im-r)....irn-n+0 j^. ^^^ 

1. 2 (m-n) ^ 1. 2 n 

égale , 

(m — i)(7n—Q)....(777--n + i) 

Am,n — ^o,o ^^ ^ (/^-l) 

'^ -^--- I. (/7--1) + ^^'^ I. 2 rr^^i) 

^ ^^'^-T ^ (^^-"^ '^ ^' 2 (^^-2) 

(772- 4)^-771 -5) (771-Q--7Z) , . 772(777-1) (/77 - 72 + 4) 

+ ^v ^ ,. ', .(n-o + ^'>'' K (. — 3T 

-H etc. + etc. , 

formule qui s'accorde avec celle que trouve Lagrange n.^ 14 du mémoire cité, 
pourvu qu'on change en -H les — qui se sont glissés dans cette dernière. Cet 
accord peut se vérifier facilement , si Ton donne à m et jz des valeurs parti- 
culières. 

Exemple II I. ('^) 

Î256. Étant proposée l'équation de relation 

-^m^n = pAm-i,n-\ "f" (l p) Am-\,n 7 

avec les conditions que , la série étant renfermée dans la première région , 
AnifO = 1 , ^ étant zéro ou un entier positif quelconque, et que Ao,n^=- o, 
tant que n est ^ o, c'est-à-dire, tant que n est un entier positif j trouver 
l'expression du terme général Am,n en /? et i — p. 



Je fais, pour abréger, i — p z=i q ^ et j'écris ainsi l'équation de relation 

l pAm-i,n—i I 

i qAm-^,n 4- Am,n ) 

Les termes de la série étant zéro dans toutes les régions autres que la pre- 

(*) Cet exemple esc la traduction analytique du problème suivant, qui est le premier de Lagrange, 
Voyez le numéro 49 du mémoire cité. 

ce Un joueur parie d'amener un événement donné n fois au moins en un nombre m de coups , la pro- 
cc babilité de l'amener à chaque coup étant py et par conséquent celle de ne pas l'amener 1 — p z=z tj '> 
ce on demande le sort de ce joueur. « 
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mière , il est facile de voir , en calculant au moyen de Téquation de relation 
et des termes donnés les commencemens de quelques lignes horizontales et 
verticales de la série , et même sans les calculer , que Téquation de relation 
n'a pas lieu quand n = o ^ m étant = o ou >► o, c'est-à-dire que a^^o n'est 
pas zéro quand m = o ou. ^ o \ mais que am^n = o pour toutes les autres 
valeurs de m et de n. On a donc 

d'où l'on tire ^o;o = — q^-\fO + -^o^o = -^0,0 = 1 , et ^1,0 = ^2,0 = <^3,o = 

«4^0 = = ^TTifO = — <y 4- 1 = /?. 

La fraction génératrice sera donc 

1 H- yc^.-r -f- px^ -H px^ + px^ + etc. 
ce -h Sx -\- y'xj 
les valeurs de ^ , £" , y' étant 1 , — <7 , — p> 

Le terme général ^«.n = p'^.p^C^a-O ^^^^ donc, puisqu'il ne faut con- 
server que les termes où les dérivées de a ne sont point zéro , 

p'^^D"'.»-^ -4- p^'^-K-D^'^.oir^ + pB^-\-D^''.oc-^ 4- /;p"'-5.g^«,^~i ^ etc. 
.4-^pn + 2.p'/i.^-i -^-/?p« + ^p^^a^-l +/;p«.p^^a5-^ 
J'arrête le développement au terme p«.p^''.a:-S parce que dans le cas actuel 
l'indice de d ne peut être moindre que celui de d^; car on a ici ( n.^ 2 3q ) 
m de la forme l -\- s et 7i =z s ^ l ne pouvant pas être négatif et sa plus petite 
valeur étant zéro. On a d'ailleurs^ par le même numéro q3q , 

D'". D^'^. cc"^ = 

. n + 1. 71 + 7 771 ^ ^^^ ^ , 71 + \. 71 + 7 771 

— 1. Q (A/i-^O ^ ^ ^ 1. Q {m^7l) ^ f 

Substituant cette valeur dans l'expression précédente du terme général et écri- 
vant la série à rebours , on trouve 

( 71+1. 72 + Q 71 + l. 7t + Q. 77 + 3 ^ 

\p+'(n^i)pç H ^- pr H j; 3 — /^7^-f-etc. 

^ J n+un + Q (ttz— 1) ^ „ , . 71 + 1.71+0, m 

[1. Q (r7i — 7^— 1)^^ 1. Q (7/î-//)' 

C'est l'expression demandée. On peut la mettre sous une forme un peu plus 
simple; car, en substituant 1 — ^7 au lieu du p entre les parenthèses et rédui- 
sant les coëfficiens en ti et tti^ on aura 



m—n 1 
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( 72. 72+1 72. 72+1.72 + Q, 72. 72 + 1 . .. (7/2— l) _^) 

^ \ ' 1. 2 ' l. 2. i ' 1. Q.... (772 — 72) ^ )» 

ce qui est l'expression que trouve Lagrange au numéro 49 du mémoire cité. 

aSy. Si dans l'exemple précédent on avoit pour première condition que 
Amio = (1 — p)^ :=z q^ ^ m étant un nombre entier positif quelconque ou 
zéro, le reste demeurant le même qu'au numéro précédent, onverroit aisément 
que l'équation de relation seroit toujours satisfaite , excepté pour les cas de 

1 — pAm—if^i j j 

( ^Am—ifO H"" ArUfO 

Am^\,^\ étant zéro , puisqu'il tombe l^jprs de la première région. 

Pour ces cas même, ao,o = ^ = Ao,o = q^ = 1 est le seul terme du numé- 
rateur qui ne soit pas zéro ; car on a 

«1,0 = — çAo,o H- Ai^o = — 99^ -+■ q =0, 
et généralement 

^m,o = — çAm^ifO H- ^m,o = qq"^-^ -^ q"' =: O ; 

de sorte que la fraction génératrice se réduit à 



1 1 



ce -H Coo +. y',xy 1 — pjc — q.xy ^ 

ainsi le terme général se réduit au seul terme i.p'^.p'^aî"'' , et l'on a, sans 
aucun détour, 

. 72+1. 72 + 2 771 

' 1. Q i^m^n) ^ ' 

C'est ce que trouve Lagrange, n.^ 5o du mémoire cité. 

258. Si l'on avoit l'équation de relation 

P ^ 



0=] ^+^ 

avec les conditions que Am,o = o , 772^ étant = o ou >^ o , et que -^o « = 1 
n étant positif quelconque > o ; la série étant renfermée dans la première 

E e e 
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région (*) ; ce cas se résoudroît d'une manière semblable à celle de l'exemple 
précédent. 

En effet , faisant pour plus de simplicité — ^ — = A et — ^ — = / , on 

. P + 9 P +7 

mettroit l'équation sous cette forme 

O = ^ ' 

et, au moyen des conditions, on trouveroit que la fraction génératrice est 

b'y H- c'y^ ^ ^"y3 ^_ ^'y -f- etc. j -+- J'^ ^ y^ + y'^ -+- etc. 

c^ -4- ë*^ H- y'o^ 1 — Lx — kxy 

Donc le terme général sera 

pm,p^«-i^^-i «p p». p'«-2,^-i ^ ç'». p'«-5.^-i ^ etc. 

-1- p'^.p'^.a-i H- p'«.p^aJ-l + p'».A5-^ 

_. . , , 1. Q. 3 7?Z ««. / 

Donc, puisque Tf.iS^.or^ = ± a"''""-%'""-«y« 

' ^ ^ ^ ^ 1. 2 {in — n). 1. 1 n ' 

(n.^ q32) , on a, en mettant pour u^ Q^ y leurs valeurs i , — /, — A, et 
écrivant la série à rebours , . 

/« -h ml'^-^k H l^^-^k^ H — /«-5A3 -+- etc. 

1. 2 1. Q. 3 

m. 7^^— i. rn — Q Ç tu — 77 + 2) , ^ . ,7^ , 

-i- _ :: ! /m-n-f iA«-i ; 

1. Q. 3 (^—1) 

et, en mettant aussi à la place de A et de / leurs valeurs, 

( . p 771.771—1 p^ 77t. 771— 1. 771— Q p^ 1 
\ 1 + mC H ^ H r ^ / 

^'w 1 ,ç i. a q^ 1. Q. 3 ly^ f 

iP + W") ^ etc. + ^»^^-i>-->(^~^ + 2);7^-> r ' 

f ' 1. Q (^— i) ^''"'M 

ce qui coïncide avec l'expression trouvée par Laplace, MérTioires prése7tt;és, 
etc. , tome VII , pages i3o et i3a , en faisant attention que m et n sont ici ce 
que Laplace désigne par 07—1 et 77. 

(*) Le problème des probabilités qqi conduit à cet exemple est le suivant : «Deux joueurs , dout les adresses 
a respectives sont dans la raison de ;? à </, jouent ensemble de manière que sur un nombre m de coups il 
« en manque 71 au premier joueur et conséquemment m — /z au second, pour gagner; il s'agit de déterminer 
ce I4 probabilité respective de ces deux joueurs. » C'est le problème XIV de Laplace , Mém, présentés , 
tome VII, page 129, rapporté par Cousiif, Duméros 586 et 687 de son traité de calcul différentiel et 
intégral. 



DES DÉRIVATIONS. 2o3 

aSg. Ajoutons lexemple suivant, traité par Laplace dans son mémoire sur 
les suites (Acad. de Paris, pour 1779, pag. 287- 290), afin de faire voir 
que notre méthode conduit directement à la solution de ce cas. 

ExempleIV. 

Soit proposée l'équation de relation 

avec les conditions que , la série ne s'étendant que dans la première région , 
les termes Ao,o^ ^i/u ^^c. , Am,o^ etc. de la première ligne horizontale, et 
les termes A^,^ , ^0,2 > etc. , Ao,n , etc. de la première verticale soient des quan-' 
tités données quelconques : on demande l'expression du terme général Am,n* 



Je mets m — let/z — làla place de ttz et de /z , et l'équation de relation 
prend cette forme 

___ \ y Am-\fn^i Q AuifTi^i 

équation qui coïncide avec celle du n.° qq3 , si dans celle-ci on fait a == 1 et 
qu'on donne le signe — à g*, ff', y'; et les conditions sont aussi les mêmes 
qu'aux numéros 2q3 et suivans. On aura donc par la formule du n.^ Q37 , en 
y écrivant les séries à rebours , 

Am,n = (1) 

+ etc. ^ ^,,o(p'»-<.p'^«-^ — Cb'^-^P^oj-O -H^o,o(p'".ç'^ar-^ — e'p'"-^p^a5-0 

-f-etc. ^-^o,,(p"'.p'''■^a-^ — ^^p'^.p^-^o^-O — -^0,0. e*'p"'.p'''"^<ï5-^ 

Il est trop aisé d'avoir , au moyen de nos méthodes , les développemens réduits 
des quantités affectées de d et de d' , pour que nous les placions ici , il suffira 
quand on les aura trouvés, de mettre 1 , — C» — f^ — y', à la place de ^, 
ê') S*') 7' respectivement , les autres dérivées de x étant zéro. 

Si dans la formule à laquelle parvient Laplace, page 290, on exécute les 
substitutions et les développemens indiqués, et qu'on ordonne suivant Amoy 
Am^i,oy etc., Ao^nj Ao,n'iy etc. , on aura la formule suivante, remarquable par 
la loi qui y règne , 
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A„,„ — (a) 



1. 2 1 



. 2. 3 



^.77-1. 77-Q, , ^ws^^,. 7x> . /2. 77-1.... 72-3 

1. Q. 3 

+ etc. 

, 77. 77—1 



+3. ii^îiii:^^ (y + ^r )3c'-3?H- ;; ;;3. . (v'+g^o^g'"-^! 



1. a 1. 2. 3 

+ An-^^Cy + gg'jC^-g' H- ^- '"- ' (y -H cgo^g"'-3| 

-f-^o,n-5{^(y'-^ggog'"-'g^-+2.^i^^(7'H-gg')-g''--g'+ ''y""'-^:' (y+gg'^ 

1,2 1«2«*) 



etc. 



777 (y' -4- œ' ) é^'»-^ ê^^'^-^ 4- (72 — q) "^llH^l (yl + g'f / )2 ^m-2 f ^.-3 

. + ^-^'^^^ 771.77^-1.77.-9 ^^^, ^ g^f 0^ ^""^^^-4 + CtC. 

i^«^'- + (7Z~l)772(y^-ee')e--C'-t^.:!Z^^ 

^ n--un^7.n-^3m.7n-^i.m^<i ^ ^^^.^j^mZi^^n^Z ^ etc. 

1. Q. 3 1. Q. 3 

Il est aisé de s'assurer que le développement réduit de notre formule ( i ) 
s'accorde avec la précédente ( 2 ) , les parties des termes étant seulement 
ordonnées d'une manière différente dans celle-ci- On peut donner une 
démonstration générale et rigoureuse de Faccord des deux formules en démon- 
trant d'abord la vérité du développement suivant, remarquable par l'élégance 
de sa loi , savoir : les seules dérivées de oc étant C, C' et V, on a 
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g^,^\u-^ = ± u---n-^ j m.m^i n^n^ C^^^^fn^^^CQ^ ^^yf). ^ etc. ( ' -^^^ 

( ^ 1. Q 1. Q ; 

en continuant la série jusqu a ce qu'on arrive à des coëfficiens qui deviennent 
zéro. Or la démonstration de ce développement se déduit assez facilement (*) 
de celui de p'^.p'^.a-^ quon trouve par nos méthodes, et qui est (n.^ i5o) 

p'^.p'^.oî-^ = (4) 

— 1. Q n "^1 l. 2 (^ - O 

^ m, 777-1 m + i.m + <2 {m + fi^<i) ^__^^„ ^ , ^;„-.çr«.. y. _ etc. 

~ 1. 2 ■ 1. 2 (^-2) 

240. Nous n apporterons pas un plus grand nombre d'exemples ; les précé- 
dens, quoiqu'ils soient très-simples et que l'équation de relation n'y soit com- 
posée que de peu de termes , suffisent pour faire entendre la méthode et 
pour montrer qu'elle est générale , quel que soit le nombre des termes de 
l'équation de relation , pourvu que la série ne s'étende que dans la première 
jégion et que ce ne soit point zéro. Mais si oc est zéro , ou même, en général, 
si la série s'étend dans d'autres régions que dans la première, alors cette 
méthode , quoiqu'elle ne soit pas en défaut , à proprement parler , a besoin 
cependant qu'on lui donne plus d'extension , et présente des difficultés qui 
ne se rencontrent pas dans les cas déjà traités. 

(*) En effet, en développant par le n.° 3 les premiers membres et par le i^** 87 ou 99 les seconds membres 
des équations 

Dnim + /i Br^(im.in) D^l'"+"-» D"(l'».l"-') H.n-l D" !'"+«-» «.«-1 Dn(l'n.in-*) 

= — i i, n — . = /ï — ^^ — t " = -, etc., 

1.2...» 1.2...« 1.2...« 1.2...» 1. 2 1.2.../Z 1. 2 1.2.../Z 

Di étant = 1 , et les dérivées divisées suivantes de i étant zéro, on trouve sans peine 
m-hi. m-l-2. . . (m-f-zï) m.m-I n. n - i m. m-i. m-2 n. n - i, n - 2 

1. 2 n 1.2 Ï.2 1. 2. O 1. S. O 

m m-hi. 77i-f-2. . .(m-f-/z-i) 7w. m-ï n. n-i ^ ?n.,,m-Q n.,*n-z m,„m'S n. . ./g-3> , 

T 1. a (/»-!) ="'"+^-77-r"rrr'^ "n:5"'TT~3-+^T:r3:4'iT^3-4"^ ' 

m-i.m m-f-i. m-{-2. .(mH-7z-2) m. m-i n,n-i „ m. m-i.m-z n,n-i,n-2 m,.,m'^ n.^n-^ 

1. 2 • 1. 2 («-2) "■ 1. 2*T;~"*" 1. 2. 3 ' 1. 2. 3 "^ '1.2. 3.4*1.2.3.4 ' 

etc Substituant ces séries dans le développement (4), il devient 

:+: Of-m-n-l ÇmÇ'« zt. TU. n. Ot~ m-n- i P m^ a Hb ^ H- • — ^ i« -m - n - i ÇwÇ'/ï ^ CtC, 

1. 2 1. 2 

K> « ni,in — i» n. n -— i « «, , 

nZ m n. «-m-nÇ/n-ign-Iy' ^rr 2. — Of-m-nÇm-i g' n-'y'ZIIeCC. 

^^ ' ^^ 1. 2 1. 2 

lir — — . 0C-'n-n+ iÇm-aÇ' n-2y '2 3^- etc. 

1. 2 I. 2 ^ — 

rp etc. 
Cette formule, réduite par colonnes verticales, donne la formule (3) ci-dessus, 

F f f 
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(II.) 

24 1. Si la série s'étend dans les régions à exposans négatifs de x ou dej>', 
alors , pour former la fraction génératrice d'après Téquation de relation et 
les conditions de la question , après avoir fait en sorte que les plus hauts 
indices de A dans cette équation soient m et n^ on formera le dénominateur 
comme i.^, n.® 23o. Ce dénominateur n'aura donc de cette manière que 
des exposans positifs de x et de j. 

Puisque le numérateur est en général égal au produit de la série multipliée 
par le dénominateur, il est clair qu'en général il s'étend aussi dans les régions 
des exposans négatifs de x et de j^ : il est donc nécessaire d'examiner quels 
sont les termes où am.n , dans ^ r > -, 

ne devient pas zéro , en donnant k m ei k n des valeurs particulières , non- 
seulement positives, mais encore négatives; [A] indique, comme ci -dessus 
n.® q3i , l'équation de relation dont on a fait passer tous les termes dans un 
seul membre. 

A cet effet il faut , au moyen de l'équation de relation et des conditions 
de la question , calculer quelques-uns des premiers termes de la série , non^ 
seulement dans la première région , comme n.^ 23 1 , mais encore dans les autres 
régions : on verra ainsi quels sont les lignes ou les lieux où am^n ne devient 
pas zéro , c'est-à-dire, où l'équation de relation n'est point satisfaite; avec ces 
valeurs de am^n on formera le numérateur de la fraction génératrice. 

242. Cela ne suffit pas dans ces cas : il est de plus nécessaire de savoir par 
quel terme du dénominateur il faut commencer le développement de la frac- 
tion génératrice, c'est-à-dire, si le' dénominateur est par exemple Cx + Q^ 
_j_ yx2 ^ y.r^, il est nécessaire de savoir si c'est 6* ou ê"^ , ou un autre coeffi- 
cient qu'il faut faire entrer dans l'origine des dérivations : on se décide ordi- 
nairement en examinant quelles sont les régions dans lesquelles s'étend la 
série récurrente, les limites de la série dans ces régions, la direction de ces 
limites, et ensuite les formes du numérateur et du dénominateur. 

Quand ce n'est point zéro et que la série est renfermée dans la première 
région , c'est-à-dire , dans les cas traités précédemment, il faut toujours com- 
mencer le développement par oc : mais il n'en est pas de même dans le cas 
où, sans que oc soit zéro, la série s'étend hors de la première région, ainsi 
que nous le ferons voir par la suite. 



— i 
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245. Voici à présent un théorème au moyen duquel on peut trouver l'ex- 
pression du terme général , en commençant le développement par un terme 
quelconque du dénominateur, ou bien , pour nous exprimer à notre manière , 
en faisant entrer dans l'origine des dérivations. un coefficient quelconque du 

dénominateur. 

Théorème. 

Étant proposée la fraction 

a^ i^x ^ cx^ + dx^ -4- etc. a f oc --h C^ -+- yoo + (Jx5 -+- etc. 
-H Z^y + c'xf -h d^xy + etc. / \ 4- S'y -+- y'^y -+- S'ocy h- etc. 

+ cy^ -f- d'^xj^ -1- etc. > X \ + yy ^ "+" ^^'^J^^ •+" ^^^- / > 

-+- d^y^ -+- etc. Il -h Pj^ + etc. 

H- etc. J l H- etc. 

et le coefficient de x^f* dans son développement étant représenté par ^m,n ; ce 
coefficient , en prenant pour origine des dérivations non acc"^ , mais en général 
ciocris"^ j ur,s étant le coefficient de xy^ dans le dénominateur , sera donné par 
la formule suivante : j 

+ Z» I p'» + ^-1 .p'« + '.ccr, s"' - p''' + 2^-^p'« + ^'.(cc.ocr.s^^) -f- p'"-^^^-^p''^+^^(aî2.^,^,-3) _ etC. } 

~l-c{p^ + ''-2.p^/i-f-s^^^^-i _ p'»4-2r.2.p^« + 2/.(^.^^^^-~2)^pm4-3r-2g«4-3.f.(^2.^^^^-3j_.etC. } 

+ etc 

^^^|pm4-r.p^« + x-i.^^^^-i_pm + 2rp^« + 25~l.(^.^^^^-2)+pm+3r.p^«^^^ 

_4_c/|pm+r-i.pf«4-^,i.^^^^-i_pmH-2r.i.p^«+2.-\(^.ar,^,-2)+pm+^^^ 

H-^^{p'«4-r.2pf/i+.M.^^^^~i_pm+2r-2.p'«4-2.M.(^.^^^^-2)^-pm+^^^ 

"+- etc 

+ C" I p'«+^ p'«+^-^. «,,,-1 - p'^-f-ar, p//i 4- 2.-2. (cc.OCr,s-^) + p'"+^''.p^''+^^-2.(^2.^^^^-.3^ _ gtC. } 

+ ^"{etc. } H-etc , 

où l'on a en général pour un terme quelconque qui entre dans la composition 
de cette formule : 

(pm-hr-;;,p'/z-f..-y.^^^^-i _ p^ + sr-p. p^« -4-2^- y. (^. ^,^^-2j | 

'^/'/^|+p^;2 + 5r-/;.pU4- 3.-^.(^:2.^,^,-3) _pmH-4r-;;.p^n4-4^-^.(^^ 

p etq pouvant être positifs ou négatifs ensemble ou séparément. On rejettera les 
termes et les parties de termes où les indices de d ou de d' deviennent négatifs , 
ce qui fait que la formule est toujours composée d'un nombre fini de termes. 



c 


fl" 


&' 


i" 


etc. 


V" 


6'" 


/" 


k'" 


etc. 


6"- 


r 


k'^ 


â'^ 


etc. 


/^ 


yT 


Â^ 


f" 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 
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Pour le développement réduit de cette formule , il faut observer ce qui suit : 
Supposons que Ur,s soit «3,3 = ^" ; en écrivant les coëfficiens du dénominateur 
suivant Tordre qu'ils occupent dans le polynôme, mais en les disposant en 
rectangle , on mènera les deux lignes de démarcation comme on les voit ici : 

» Ç y h B i v\ etc. 

C' y l' i i' ff & etc. 

^n ^u ^in 

a'^ ^^ r 

r ^^ r 

etc. etc. etc. 

De la position de ces lignes on tire les conséquences suivantes : 

i<>. Toutes les lettres renfermées dans langle ont des dérivées indéfiniment 
tant par rapport à d que par rapport à d'. 

2.^ Les lettres des deux premières lignes horizontales ont des dérivées indé- 
finiment selon D, mais celles de la seconde de ces lignes, à commencer par 
e' , n'ont pas de dérivées selon D^ 

3.° Les lettres des trois premières verticales ont des dérivées indéfiniment 
selon D^ ; mais celles de la dernière de ces lignes , à commencer par «'' , n ont 
point de dérivées selon d. 

Si c'est par ccr^s en général que commence le développement , la ligne hori- 
zontale de démarcation sera placée après s lignes horizontales , et la ligne 
verticale , après r lignes verticales de coëfficiens du dénominateur. 

On regardera au reste ce et ^'' , ou t» et ccr,s^ comme des premières quantités^ 



244« Nous allons indiquer lanalyse qui conduit à ce théorème et qui lui 
sert de démonstration. 

Supposons qu'il faille développer la fraction proposée en prenant pour ori- 
gine des dérivations 006=1,^^ > c'est-à-dire u^^""^ : je divise le numérateur et le 
dénominateur par x^y qui multiplie ^^ je fais x'^^y^ =1 z {on feroit x-y--' 
= 2, si l'origine des dérivations étoit aur,s'^^) ? et j'ordonne suivant les dimen- 
sions de oî , j)^ et z ; la fraction proposée prendra cette forme , 



d' 



e'x 



ej 



az 
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~ fx"^ -f- g^x'^ + h!x^ -f- etc. 
"" f^^y "H ^^oc'^y -+- hJ^x^y + etc. 

- /''!r^ + ê*"^^jK^ -+- A"'^2jj,2 ^ etc. 

; •+- é^'^5 -+• h}^xy'^ -f- etc. 

; -H A^4 + etc. 

: H- etc- 

- bxz H- cx^^ -+- ^^r^z -4- etc. 

- ^^z -f- dxyz o o 

-f. c'y 22 + d^'xy^z o 

4- ^'^y^z 4- etc. 
4- etc. 



K)9 



sr 



asz 



a^o. 



^^^^ 



>;'a;3 



ffx^ 



-^ ^y H- g'^'^jK + yj^^^y + ô''a:5y ^^ 



^y^ 



Jll 






«2 






yY^ 



o 

^^^xy^z 
Sy^z 



f>z ou n'U.z 



etc. 
etc. 
•H- etc. 
-H etc. 
-f- etc. 
-H etc. 
H- etc. 
o 
o 
+ etc. 
4- etc. 
De cette manière chaque polynôme double a été transformé en polynôme 
triple incomplet , car z n y est qu à la première puissance ; et chaque poly- 
nôme a été séparé en deux triangles , dont le second n'a que la première ligne 
horizontale et les deux premières obliques ; le nombre de ces lignes est déter- 
miné par les indices de ^2,1 ? par lequel on commence le développement : 
ainsi , si on commençoit par ocr,s , il y auroit s lignes horizontales et r obliques. 
Les deux triangles de chaque polynôme sont tels que, le premier étant placé 
dans l'espace vide du second , les coëfficiens vont de suite sans interruption. 
On remarque qu'en prenant S^ pour premier terme du dénominateur et 

Ggg 
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aS^"^ pour origine des dérivations , il faudra regarder les coëfficiens ce , S^ 
S\ etc. du second triangle , indiqué par "bz , comme les dérivées par rapport 
à z des coëfficiens du premier triangle , indiqué par a ; de sorte qu'en dési- 
gnant par d'^ la dérivation relative k z^ on aura d''.^' = cc^ d.d''.^?'. = D^g' 
= e, d'.d^J' = d'.s" = e\ P^.d'J' =i>'^^' = y\ et ainsi de suite. 

Représentons par (a) la. fraction précédente entière et les parties triangu- 
laires qui la composent par les lettres que nous avons mises à la suite de ces 
parties , et nous aurons 

fa) = 1^±^ = (21 + 952 )(a H- D^a.z)-^ = 

(31 + ssz)(a-ï H- D'.a-'.2 + ^'^^.a-Kz^ + p'^3.a-i.z3 -+- p'^4.a~^2;4 h- etc.), 
ou , en effectuant la multiplication par 51 H- 952 , et écrivant le produit partiel 
par f&z le premier, 

(a) = S5.a-^z -4- 95.D'^a-^23 _|_ sg.p'^^.^-i.^S ^ ?5.'D''^.a-'.z^ +- etc. 

+ 2(.a-i -4- 21.D '.a-i.z + ai.ç'^^.^-i^^^ + Sï.p'^^.^-i.^^ -f- 3l.p'^4.a-ï.24 + etc. 

De là on tirera aisément le coefficient de x^y^ dans le développement de (a), 
En effet, puisque z est ici= œ-^y-^ , les termes affectés de x^j"^^ ^'" + 2y«-M^, 
^m + 4y«-+-222 , ^w+Gjj^n + s^S ^ etc. , ,x'"+2/^j^''"'-/'zP , etc. seront tous des mêmes 
dimensions x^j'^. On voit donc, qu'en substituant dans la dernière équation, 
au lieu de 95, 3( et a, leurs valeurs en séries ordonnées suivant x ety, pour 
avoir le coefficient de x^jy^ dans («), ilfaudra prendre le coefficient de x^ + ^y"^ + ^ 
dans 95.a-^2 , ensuite celui de x'»-+-4jj/« + 2 Jans 95.p'^a-^22, et ainsi de suite, 
puis le coefficient dex'y^ dansSï.a'-S ^^ coefficient dex'" -^ ^JK""^ ^ dans2(.p'^a-^2, 
et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, n.^ 187, en ordonnant par rapport à 
^, l/j c, ^, etc. ^^ c', ^', e', etc. c'\ d'\ etc. et désignant par ^;;,^„ le coef- 
ficient de x^'f dans (a) , 

^(p'»-f-2.ç'«4- 1 J'~i -H p'«-f-4.p'« + 2.DV^^-i ^ p'^+e.p'^ + s.p'^J^-i 4«etc.) 
>4- /iCp^' + ^p'^H- ^J'~^ + p'^ + 5.p'''+2.i3VJ^-i ^ p'^-+-5.p'«4-5.gV,j(^i ^ etc ) 
^c{^^.-^^''-^K^^^' -{-'^'^^^^'Q^'''^'-^^^'^'^'-^''^ -h etc. 

+ Z^'(p'^+2.p^^J'~^ -4-p'""^^.p''' + '.D'^d^^~' +• p'"-+-^.p'''-+-^p''2.j^-i ^-etc.) 

^cf(pmH-i.ç'«.^'-™i ^p/w-hS^p^/i+i^^V J/-i^Çm-+-5. p'« + 2^p''2 J^-i -|- etC.) 

-4-^Z'(p^.p'».(î^-i H^ p'" + 2,p''» + i.d'.^^-i '-hp'«-+'4.p^''+2.p'^2j'-i ^ etc.) 
-+- etc. ^- c"(etc.) -4- etc. 
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A présent , si on reporte les yeux sur le dénominateur de la fraction pro- 
posée , on verra que toutes les dérivées des lettres simples du premier triangle 
a , où d'^ auroit un indice supérieur à lunité , sont nulles , car il n'entre dans 
le second triangle iz d autre puissance de z que la première. Ainsi 'Q^'-J^ =o, 
p2.D^p''5.J' =: o, p'^^.e' = o , etc. De là il s'ensuit que, oc étant la dérivée d' 
de S^ 5 comme on l'a vu ci-dessus , il est évident qu'on a 

p'^3.^^^i = _ ^'-4.^3, 
p"4. J'-i = + ^'-5.^4 , 

etc. 
Substituant ces valeurs dans la formule précédente , on a pour le coefficient 
cherché de œ'^y^ , . 

^(pw4-2.pf/i4-i,Jf-i _ pm4-4.p'«-+-2.(^.^'-2^^ p'^ + 6.p'/H-3.(^2j'-3) _ etc.) 
^ Z^(p'«+i.p'« + ^.^'-i — p'" + 3.p'«+2.(^.^/-2^ ^ p'» + 5.pfn-h3.(^2jU3) _ etc.) 

+ etc 

-}-.^Yp'"+2.p'''J'-' — p'"^-4.p'«H-i.(^J^-2) + p"» + 6. p'« 4-2.(052. ^'-3) —etc.) 

-^c'(p'«'+->.p'«.(5''-' — p'«-^5,g^/2-f-i.(^.j^/-2) + pm -4- 5.p'n 4- 2.(^2.^^-5) —etc.) 

+ etc. + etc. 

On voit en outre par la forme du second triangle hz que Sy sj iy rjy etc. 
n'ont pas de dérivées selon d^ et que y', j" ', a"',.^'^?^;^? etc. n'en ont point selon 
D ; ce qui fait voir la nécessité des lignes de démarcation dont nous avons 
parlé dans le numéro 243. 

La même analyse s'étendant en général au cas où l'on prendroit£:cr,/«^[>^^pour 
premier terme du dénominateur , on en conclud aisément le théorème précé- 
dent, qu'il s'agissoit de démontrer. 

Ce théorème est dû à Français, Professeur de Mathématiques à Colmar; 
je lui avois communiqué mes méthodes de dérivation et l'application que j'en 
faisois aux séries récurrentes doubles , ce qui lui a fourni l'occasion de trouver 
ce théorème et de faire des observations sur les cas où les séries récurrentes 
doubles s'étendent dans différentes régions. 

245. Des applications à des exemples vont éclaircir les règles que nous 
venons de donner. 
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Exemple V. 
Soit proposée Féquation de relation 

Vy-^w-i^n-i -f- ff ^»2,n-i j 

( + hAm-^ifti 

dans laquelle u est zéro , qu on ait pour condition que les termes A , B\ C\ 
jD''\ etc. de la première ligne verticale de la série soient données ou arbitraires, 
ceux de la même ligne étendue dans la quatrième région étant zéro, et qu'on 
suppose zéro tous les termes de la série dans les seconde et troisième régions : 
on demande l'expression du terme général Am^n de cette série. 



En disposant les termes donnés par la question , comme on les voit ici; 

o o 



o 

o 

o 

etc. 



etc. , 



on verra facilement , en promenant sur ce tableau de la série le second membre 

-, VA *• i y^«-iy«-i H- € Amfn-'i \ , f • 

de 1 équation amfn = S « ^ > , quon pourra faire am^n = o 

pour toutes les valeurs particulières de m et ^2, excepté aux endroits qui répondent 
à ao,ii ^o;2> ^o;3î ^tc. ^o,n, etc., pour lesquels on a généralement 



^Oftl = < 






i^^ A 



ainsi ao,o étant = 0, les seuls coëfficiens qui restent au numérateur seront 
b'=e'Ao,o , c^'=C'Ao,, , d^'^ = Q^Ao,,, e'^= e'^0,3, etc. ao,n = lo^Ao,n^y , etc. , 
et la fraction génératrice sera 

hy ^ 0^2 ^ d'y^ -f- e^yf + etc. + ^o^n-iy" + ^o;nr"+^ h- etc. 

Puisque la série ne s'étend pas dans les régions des exposans négatifs de x, 
on voit qu'aucun terme n'y sauroit être affecté de rc-^ , x"^^ etc. , et que dans 

le 
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le développement de cette fraction on ne peut prendre ni €x ni y^œy pour 
premier terme du dénominateur, mais qu'il faut prendre €'f; ainsi l'origine 
des dérivations sera aÇ^^^ , et l'on aura par la formule du n.^ 243 , en y faisant 
r=:o et s= 1 , et mettant au lieu de a, b\ c", d^^\ etc. leurs valeurs précédentes, 

Am-fti C ^ / 

e^^o;o|p'».p^e^-^ — p'«.p^«+'.(a5.r-^) -+- p'«.p^«+^(«2.f^-3) _ etc.} 

-|-f'^o,i|p'".p''^^f'-^ — p'".pK(a.Ç^-^) -H p'».p'« + i.(c»2^Ç'-3) _ etc.} 

+ etc 

H-e^^o.«{p'".e'-* — P«.d'(^.Ç'"0 -+- p'^.p^C^^.C^-^) _ etc.| 

+'e'^o,«-Mlp-.p^-^C-^— p'-.C^.^'-^) H- p'«.D'.(aj2.e^-3) _ etc.} 

+ etc , • 

-He^^o;«4-^{p'"-p'-'"-^'~' ~p«.p^-'«-»-'.(a5.C'-^)-Hetc. ± p'".(a5'«.r-'«"0}- 

Puisque r = o et ^ = 1 , les lignes d'origine ou de démarcation prennent ici 

la position suivante (n,° 243), en disposant en rectangle les coëfficiens du 

dénominateur , * 

' ^ b o 



f^ y' o 

000 

Ainsi ni u ni f ' n'ont de dérivées selon d' , car y est zéro. Donc tous les 
termes de la formule précédente ( 1 ) affectés de d' avec des indices positifs 
sont nuls , et , tous ceux à indices négatifs devant être rejetés , la formule se 
réduit à > , ^ 

Am^n = {2) 

^ f^l-^0;«p«.^'-^ — ^o,n+,p'".(«.^'-2) H- ^o,n + 2P'".(«2.e'~5) — etc. 

Donc, à cause de « = o, d.cu == g", et p^.c^, p^«^> etc. = o, on trouve, en 
exécutant les dérivations sur oj , qu'on fera ^éro ensuite , 

— etc. zh ^o.n + m.e^'"^^"'"-^}. 

1. 2 ^m — k) '^ 1. Q k r > 

le signe + ou — ayant lieu suivant que m — A est pair ou impair. 

H h h 
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Donc on a enfin j __ .. « x 

-+- etc. -h- Ao,n-^m^x*my^Q"^^ + u^cn-f-/^- S*'"! , 

le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que m est pair ou impair. 
Ce résultat saccorde avec celui que Ion peut déduire d'une solution différente 
du même exemple , donnée par Laplace dans les mémoires de Paris, année 
177g, n.^XVII, page 267. 

Si l'on fait n négatif dans la formule ( i ) ci-dessus, on trouve , en rejetant 
les termes et celles de leurs parties où les indices de d sont négatifs et ceux de 
d' négatifs ou positifs >► o , que cette formule se réduit à la suivante : 

Am,^n= (4) 

dr g^ Vo,op^. (««.? ^-«-0 — ^0,1 p'^.Coj^H- ^^'-«-«) -h Ao,^ ç'". (A5«+2.ff'-'^-3) _ etc. | 
laquelle , à cause que oc=^o et que sa seule dérivée d est ff , devient 

A^,-n= (5) 

D OÙ il suit que Am,-.n n'est zéro qu'autant que m est < n. Ainsi la série 
récurrente s'étend , sous forme de triangle , dans la quatrième région. 

Exemple VI. 
246. Étant doilné le commencement de la table suivante, où chaque terme 
est formé de la somme de celui qui le précède dans la même ligne horizontale 
et de celui qui le suit d'un rang dans la ligne horizontale immédiatement 
supérieure , avec la condition que chacun des termes de la première ligne 
horizontale soit égal à l'unité : on demande le terme général de cette table : 



1 


1 


1 


I 


1 


etc. 


1 


Q 


3 


4 


5 


etc. 


2 


5 


9 


14 


QO 


etc. 


5 


14 


08 


48 


75 


etc. 


14 


42 


90 


i65 


>4 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



L'équation de relation est Am,n = ^m-i,n H- ^m + i,n-i; j'y mets m— i au 
lieu de rre, et elle devient 
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ainsi ce est zéro ^ g* = i , S"^ = — i , y = — i , les autres dérivées de ce étant 
zéro. 

Je continue la table proposée dans les autres régions au moyen de Téquation 
de relation , et j ai ce tableau 







etc. 














etc. 








. . 


• 




• 


• 


• 


• 


* 


. 


. 




etc. . 


• 


. 




• 


. 


. 


. 


• 


• 





etc. 




• • 


• 




• 


• 


• 


• 


o 












• • 


. 




, 


^* 


1* 


1 


1 


1 


1 




etc. 


• • 


• 


^* 


-1* 


o 


1 


2 


3 


4 


5 


etc. 




• 


o 


— 1 


—1 


o 


2 


5 


9 


H 


ao 




etc. 
o 


o o 

o —1 


-3 


-5 


— -2 
-5 


o 

o 


5 


14 
42 


q8 
90 


48 
i65 


75 

Q75 


etc. 


o 


--1 ^4 
etc. 


-9 


^14 

etc. 


-14 


o 


i2 


l32 

etc. 


Q97 


572 
etc. 


1001 





où les termes marqués par des points demeurent indéterminés, parce que rien 
de ce qui est donné ne peut conduire à les déterminer ; ils sont donc arbitraires. 
Faisons les égaux chacun à zéro. On pourroit leur donner d autres valeurs , 
sans que la partie de la série comprise dans la première région en fut altérée. 
Je vois facilement que dans la supposition que nous venons de faire , 1 équa- 
tion de relation a lieu dans toute Tétendue de la série, excepté aux deux 
endroits après les termes desquels nous avons mis des^; ces endroits répondent 
aux termes û^i^o et a^^^i du numérateur, dont les valeurs sont 

tous les autres coëfficiens du numérateur sont donc zéro. Ainsi le numérateur 
se réduit à x — x-^yj et la fraction génératrice est 

X — x'-^y bx + a^xtx-'xr^y 

X — X- — y Qx + yx2 -j. g^y 

Ici le développement doit commencer par g", de sorte que Torigine sera ^fi^^S 



2l6 DU C A li C U li 

et, en faisant, dans le théorème du n.^ 143 , r — i et ^ = o , on aura, en 
observant qu'ici l'indice p de ap^q devient aussi négatif, 

>/ 

^{p'».g^«.e-i — ^^+K^\(cc.C-^) H- p'^ + ^.p'^Cet^.f-^) — etc. } 

Les lignes d'origine ou de démarcation prennent dans ce cas la position 
suivante , en mettant les coëfficiens du dénominateur sous la forme de rectangle , 



oc C 

Ainsi ce n a point de dérivée selon d , donc le signe d n'affecte point oc ; et 
puisque, par la nature du dénominateur, oc n'a d'autre dérivée selon n'que S*', 
on donnera facilement au développement précédent la forme suivante, en 
mettant pour è et a^i^i leurs valeurs 1 et — 1 , 

ç'».ç^«.c-^ — e*'p"'-+-^p'''-^e-a + ff'2pm+2. p^ii-2.f-3 _ etc. 

Ç«-f-2,p'«-^Ç-i 4- e*'p''» + 3.ç^«-.i.g»-2 _ f^2pm+4.pf«-5.g»-3 ^ etc. 

Mais , C n'ayant d'autre dérivée que y , tous les termes dans lesquels l'indice 
de d' n'est pas nul ne donneront rien : il n'y aura donc dans la première ligne 
de cette formule qu'un seul terme à conserver et un seul dans la seconde ; 
et l'on aura ainsi 

^^^n — ±: f''»p'«+^ê*-"-^ ± C^«-ip«-*-« + ^g*-«, 
ou , en développant encore , 

\ * 1. 2. 3 (m + n) ^ 

f— ^ • 1. 2. 3 (^^^+,^ + l)^ ^ 

Mettant pour g*, g*', y leurs valeurs 1 , — 1 , — 1 , on aura 



!• 



Q (t/ZH-A/) 1. Q (7/iH-A^-Hl) 



= ^ — - — ^ ^ ^^ -T ( w + 1 ) , ou bien 

1. 2 (wH-Az-f-i) 

^ _/ , (ynH-7z-4-2V//z-H7Z-+-3)( 7yz-+-/2H-4) {m-h2n) 

^^^n — (,771+ 1) —- _ ri 



3- 

ce 
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ce qui est en effet l'expression du terme général , comme il est aisé de le 
vérifier en donnant k m et k n des valeurs particulières. 

Exemple V I I. (*) 

247. Étant donnée l'équation de relation 

^,n,n = py4m^i,n^u -f- ( 1 —p)^m^i,n^l , (l) 

avec les conditions que Am,o = 1,771 étant un entier positif quelconque, et 
que^o,« = o, n étant un entier quelconque positif ou négatif, excepté lorsque 
72 =z o , auquel cas ^0,0 = 1 ; que de plus on suppose ^m,n = o pour toutes 
les valeurs négatives dé m : faisant 1 — p = ^, pour plus de simplicité , on 
demande le terme général. ^ 

Je mets d'abord 72 — 1 au lieu de n dans l'équation de relation , et je l'écris ainsi 

O =} O ■+- ^m,«-i ; (2) 

on a mis un o dans le second membre pour conserver aux termes leurs places 
dans la disposition en rectangle. Au moyen des conditions données et de 
l'équation ( 2 ) , je calcule le commencement de la série et je trouve 
etc. 
o 

etc. ^ 



etc. 



o 

o 

etc. 







etc. 


etc. 




etc. 














q' 


^4 


etc. 











93 


q' 


g^+3ç^p 


etc. 








q- 


qy 


q^ + 'iq'^p 


q^ + 7q^p 


etc. 


0* 


^* 


^^ 


q+q^p* 


q+q^p* 


q+q^p + aq^p^-^ 


etc. 


1* 


1* 


1^ 


1* 


1* 


1* 


1* 


0* 


/>* 


;.* 


P+p'q* 


p+p^q* 


p+p^^ + Qp^q^* 


etc. 








P" 


P- 


p' + ap^ 


p'^ + 7p^q 


etc. 











P' 


>3 


p^ + 3p^q 


etc. 














P' 


p^ 


etc. 






etc. 


etc. 




etc. 



(») On est conduit à cet exemple par le problème V de Lagrange , numéros 58 et suivans du mémoire 
cité , savoir : « La probabilité d'amener un événement donné à chaque coup étant p , un joueur parie qu'en 
« m coups au moins il amènera cet événement un nombre de fois qui surpassera de n le nombre des fois 
« qu'il ne l'amènera pas. » 



I i i 
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Si Ton examine sur ce tableau les lignes et les lieux où l'équation de relation 

n'est pas satisfaite , c est-à-dire où amfti n'est pas zéro dans 

on trouvera que cela a lieu pour les seuls termes désignés par des * , et qui 
répondent aux valeurs de ao,i , ^1,1 y ^2,1 ? ^5,1? etc. ^m^i, etc. indéfiniment ; 
ainsi le numérateur de la fraction génératrice se réduit à une seule ligne , et 
la fraction elle-même sera 

^y + ^^^y + d^x^y -h e^x^y + f^x^y + etc. 
— qx -^ y — pxy^ 

Pour avoir l'expression du terme général Am^n , il est aisé de voir que la 
série ne s'étendant pas dans les régions des exposans négatifs de x^ mais bien 
dans celle des exposans négatifs, de j>^ , et ^0,0 étant = i , il faut commencer le 
développement de la fraction précédente par le terme y ^w dénominateur , et 
prendre aÇ^"^ pour origine des dérivations; les lignes de démarcation seront 
donc , à cause de r = o et de ^ = 1 , 



Où 


6^ 





c 











ê" 






où l'on voit que ^ et g' n'ont point de dérivées selon d'. On aura donc par le 
théorème du n.^ 243, en mettant ce hors du signe d' , puisqu'il n'a point de 
dérivée selon d' , 

^'fp'».ç'».e"-» — p"'.(«p'« + i.^'-2) H- ç'".(«2p''' + 2.e"-3) _ etc.} 
H- c'fD'"-'.p'«.g"-» — p'»-'.(ap'« + >.ê"-2) 4- p'»-'.(«2p'« + 2.g>'-3) _ etc.} 
4- cî'{ç'»-^p'''.g"-i — p'»-2.(«p'«+».g''-!') H- ç'»-2.(«2p'«H-a.e"-3) _ etc.} 

4- e'fp^-S.ç'n.g"-! _ p'»-3.(«p'''H->.f'-2) -1- p"^3.(^2ç'n+2.f/-3) _ etc.} 
4_y^'|ç«»-4.p'fl.g"-j _ p'»-4.(ap'«4-i.ê"-3) _(_ p'n-4(a2p''' + 3.Ç'-3) _ etc.} 
-4- etc. 

Si l'on développe cette formule par rapport à ce , elle devient , en faisant après 
le développement « = o, ff=: — ^, et y, S, s, etc. = o , 
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Ant^n = (1) 

H- c'Ip'^-i.D^C'-i -}- ^p'«-2.p^«-f-i.g»^-2 _j- <72pm-3.p'«-f-2^g»^-3 ^ etC.| 
+ J'{p«-2.p^«.ff'-* + <7p'»-3.p^/i4-i.g'^-2 ^ 92pm-4.pf«4.2.^f-3 4- etC.j 
+ e'Ip'^-Sp^g'^-i -f- ^p'"-4.p^«-f-i.g*'-2 4« ^2pm-6.p'/i-H2,^^-3 ^ etc.} 

-I- etc. + etc. 

Actuellement , puisqu en vertu de 1 équation de relation la seule quantité qui 
dérive de C^ est S'^ y les autres étant zéro, j observe que, pour arriver de ff' 
à S^^ , il faut nécessairement faire une dérivation d et une dérivation D^ De 
là on conclud que tous les termes de la formule précédente dans lesquels les 
indices de d et de d' qui affectent C^ ne sont pas égaux entre eux, ne peuvent 
donner que des quantités affectées de facteurs nuls, et qu'ils disparoitront par 
conséquent. Il ne faut donc conserver que les termes où ces indices sont égaux. 
Mais il est visible que dans chaque ligne de la formule il ne peut y avoir qu'un 
seul de ces termes, et que s'il y en a, un dans la première , il ne peut y en avoir 
aucun dans aucune ligne paire ; que s'il y en a un dans la seconde ligne , il 
ne peut y en avoir aucun dans aucune ligne impaire. Le premier cas arrive 
quand m -i- n est pair , et le second quand r7i -{- n est impain 

Supposons d'abord le premier cas , et que le terme de la première ligne dans 
lequel les indices de d et de d' sont égaux soit<7^p''^"~^.p'"-+-^. g*^-^-i; il est clair 
que le terme pareil dans la troisième ligne sera ^^*p'«-^-î.p''»4-^-ï.f'-^ , que 
celui de la cinquième ligne sera ^^"2pOT-/-2. p'/i-f-/-2. g*'-/4-i ^ et ainsi de suite. 
Or on a généralement 

^ ^ I. 3. 3 k 

donc p'«~^ç'«+^e^'-^-i = -i— ! — ^ ' ^^ i- — D'»-^. 

^ "- 1. 2. 3 {m — l) ^ 

Mais on doit avoir m — l=:n^l^ donc /=f (w — ^), et(77î — /)=f (77^+/^)J 

doncp ' .p' ' .€' ' = ' 1 ^ 1— in ' . 

" ' 1. 2. 3 ^^ ^ 

On a donc pour le terme général , m + /z étant pair , 
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"" ~ ^^ • ^ • 1. Ç^~ 

-f- a'.p . ûf . ^ ^ . V 

1. 2. 3 (^-i) ^'^ 

_^ ^, -T^-» ^--s (^«-4)(m-5)...(m-^"_,) 

H- S .P • y -r-^ • 

•■ ' (^-^) 

Quand m -h n est impair , on trouvera de la même manière 

^j^+^ ^;^_^ (^_,X//.-2) (m-1^±^) 

■^m.n = C'.p .a . i 1_ 

I. 2. 3.... ("'+J'-^) 

^ ^ 1. Q. 3 ("+;-^-^i) •••^^^ 



etc. 



1. 2. 



^ (^ ^^ ^) 



248. Il reste à trouver les valeurs de b\ c\ d\ e\f\ etc. Les premiers termes 
delà série, calculés au commencement du numéro précédent, donnent bien, 
au moyen de 1 équation de relation ,è'zz=:c'=i, rf' = a'=i — "^P^J > 
f^ =1 ^ =z i — <2pq — q;?2^2 ^ y z=. i ■=. \ —. <xpq — ap^q'^ — \P^q^ \ 
mais on ne peut pas conclure de là la valeur générale de am,\ : nous allons 
donner un moyen pour y parvenir. Puisque Amto = 1 , la formule ( 1 ) donne 

Ao,o = 1 = y.Ç'^, 

A^,o = 1 = c^X^-', 

A^,o = 1 = — b\Çiy.jy\&-^ + d\Q^-\ 

^3^0 = 1 = — c^fD.D^f'-^ -H e'.f'-s 

etc. et généralement 

zp etc. — ^2OT-2,i.n.D'.g''-^ 4- ^itUfi^C'"^ , 

zp etc. — ^2w-i,i.d.d'.C'-^ 4^ <3^2w4-j,i.ê''-S 

les 
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les signes supérieurs étant pour 7n pair, les ii^férieurs pour m impair. On 
conclud d'abord du système de ces équations que Ion a ^' = c', ^' = e', 
f z=i ^ et généralement ^^«,1= ^am + i;!, parce que ces quantités sont déter- 
minées de la même manière par les équations ; on peut donc n en prendre 
que celles de rang impair ou celles de rang pair , et réduire à la moitié le 
nombre des équations précédentes. Cela posé , si on prend les expressions 
réduites, ou si on les déduit de la formule (q) ci- dessus, on aura 

V =,, 

r~i J 1. q'^ ' 1. 2. i^ ^ 1. Q. 3. 4^ ^ * 

etc. , et en général 

3.4 4. 5. 6 , _ 

.7n.m+ 1. ,(2772— ^) „ , ^ , 7,771+ 1. m + Q. .Qm 
— etc. — a' ■^- r^ 7?'«-i^'»~i — ù' ! Z t^pm^m 

1. 2 {m-^i)' ' 1. Q m ^ ^ ' 

Ces équations sont à termes récurrens avec un terme constant. Quoiqu'il 
ne soit pas toujours aisé de tirer de ces sortes d'équations la valeur du terme 
général indépendante des termes précédens , cette recherche est cependant 
toujours censée plus simple que celle du terme général de la série récurrente 
double , parce que des équations de la forme des précédentes n'appartiennent 
qu'à une série récurrente simple. 

Voici comment on peut parvenir à avoir l'expression générale de a^m 1 dans 
ce cas et autres semblables : on éliminera successivement, dans le système* des 
équations précédentes, les quantités b\ d\ f^ etc. , et quand on sera parvenu 
ainsi à la valeur de A' ou de la quantité suivante ^10,1 , on verra déjà la loi que 
suivent les coëfficiens des puissances de pq , et l'on en conclura généralement 











^2/77^1 


: a^m 


-M/ 


1 








'ijjq 


— 


Q. 
1. 


\p'r - 


Q. 3. 4 
J.2. 3 


p'^q'^ 


— 


2. 4. 5. 
J. 2. J. 


-p^q^ 






1. 


3. 


6. 


''• ^ rr'^o'î 


— etc. 


Q 


. 77t 
J. 


.77^+1 

Q. 3 


. 771 + Q 

. 4- . 


771 


^) 


1. 


2. 


3. 


4.5^^ 
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M/jm 
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DU CALCUL 



Le problème est donc entièrement résolu, au moyen de cette expression 
et des formules ( q ) et ( 3 ). 

Lagrange, à lendroit cité, a donné trois solutions de cet exemple. 

249. Nous allons donner un exemple du cas dont nous avons parlé à la fin 
du numéro 242 , dans lequel, sans que oc soit zéro, la série s'étend dans une 
autre région que la première et où il faut commencer le développement par 
un terme du dénominateur autre que 05, 

Exemple VIII. (*) 

Soit Téquation de relation 

avec les conditions que ^m^o = 1 , m étant zéro ou négatif quelconque , que 
u4m,o = o , m étant positif, et que ^_i,-i = o. 



Je mets l'équation de relation sous cette forme 



-^m — ^f n — , 



O ■-"* ylm^ \ fît H~" -^m I n > 

et je ferai am,n zéro par tout où cela ne sera pas contraire aux conditions 
précédentes ; au moyen de cette équation et des conditions je formerai le 
commencement de la série suivant : 



o 



etc. 



etc. 



1 

7 

36 
i65 



1 

6 
q8 

IQO 

etc. 



1 
3 

84 



* 1 

4 

i5 

56 

etc. 



1 
3 

1.0 
35 



1-^ 
6 

QO 



O^ 
I 

3 
etc. 



O 
O 

1 
4 



O 

o 

o 

1 

etc. 



o 
o 
o 
o 



etc. 



etc. 



En examinant cette série , j'aperçois sans peine que am^n est zéro par tout , 
excepté au seul endroit dont les termes ont été distingués par des ^ , et où am^n 

(*) Voici une question qui conduit à cet exemple : « Une urne renferme un nombre indéfini de billets 
«c blancs et de billets noirs ; quelqu'un les tire un à un successivement , sous les conditions que quand il tire 
« un billet blanc on lui donne un franc , et qu'il en perde un quand il tire un billet noir : à chaque tirage 
« on ajoute dans l'urne un billet noir, mais on rejette le billet tiré, blanc ou noir. On demande de combien 
« de manières il peut se faire que le gain soit de m francs quand le nombre des billets noirs de l'urne 
« s'est accru de /z. » 
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est ^j,o ; car on a pour ce cas 






Le numérateur de la fraction génératrice n'aura donc qu'un seul terme, et la 
fraction elle - même sera 



— x œ 



1 — a; H- œ'^j — i + oî — x-y 

Maintenant, si l'on commençoit le développement par le terme — i du 
dénominateur, on auroit une série où tous les exposans de x et dej^ seroient 
positifs; donc , puisque la série récurrente s'étend dans la seconde région où 
les exposans de x sont négatifs et ceux de y positifs , et qu'elle ne s'étend pas 
dans les régions où les exposans de j sont négatifs , il faut commencer le 
développement par le terme x ^ c'est-à-dire par Çx du dénominateur. Donc, 
puisqu'ici r =: i et ^ = o, les lignes de démarcation (n.° 243 ) seront 



Où 

o 



6" o o 

o S^ o , 

ce qui fait voir que oc n'a point de dérivée d ; il n'a point non plus de dérivée 
d' , car Q' =.0; donc on pourra mettre ce hors des signes d et d' dans la formule 
du n.° Q43 : en lui donnant sa valeur — 1 , et observant qu'il ne reste au 
numérateur que le seul coefficient l? = 1 ^ cette formule donne 

'CG ce ce ce 

Or , puisque la seule dérivée de C est ^\ et que pour passer de Cà ^^ il faut 
une dérivation b et une dérivation d^ , il s'ensuit que dans cette formule tous 
les termes où d et d^ n'ont pas des indices égaux seront affectés de facteurs 
nuls ; il ne se conserve donc que le seul terme ç'^.p^^ f-'* + '"~S ^^ ^'^^ aura, 
(n.^23!2), pour le terme général demandé , 

j4m,n = D«.D^^ g*-»H-w~i -.-_ V 2- il J_ i 1 î i Q^zn-^m-i ^1 n . 

^ ^ 1. 2 , n 

donc , puisque g* = i , et ^' = — i , partant S^^ = ± i , on a 
. (/z — 77Z.-H 1 ) (/^ — m H- 2) . . . {n—m-+-n) (n -h- i)(n -+■ a) . . . (n^n-'Tii) 

1. Q. à n 1. 2 {n — 771) 

aSo. Nous ajouterions un plus grand nombre d'exemples , s'il n'étoit temps 
de finir l'exposition d'une méthode que nous n'offrons que comme un essai 
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susceptible de perfection. Notre objet a été de faire voir que le calcul des 
dérivations s'applique avec facilité à la recher^phe des termes généraux des 
séries récurrentes doubles : si la méthode que nous venons de donner n est pas 
toujours exempte de difficultés , ces difficultés ne tiennent pas aux dérivations , 
et la méthode même nous paroît digne d attention , parce que nous la croyons 
nouvelle à plusieurs égards , et fondée sur des principes simples et directs. 

Si nous pouvions nous étendre davantage sur ce sujet, nous examinerions 
les cas où les termes de la série, donnés par les conditions de la question , 
forment des lignes droites ou brisées qui traversent l'intérieur des régions ; cette 
matière , où l'on peut quelquefois employer l'élimination d'une manière analogue 
à celle du n.° Q48 , demande plus d'espace que nous ne pouvons lui en donner. 

Arrêtons -nous un instant aux séries récurrentes triples. 

(iii.) 

aSi. La méthode que nous venons de donner pour les séries doubles s'étend 
d'une manière uniforme aux séries récurrentes triples : il n'y a guère de diffi- 
cultés nouvelles que celles de la complication et de la longueur des calculs. 
Nous nous bornerons en conséquence à traiter le cas des séries triples qui 
répond au cas particulier du n.° 2q3 pour les séries doubles. 

Soit proposée Téquation de relation triple 

O = OcAmfnfT -f- QAm—\,nfr H— y Am-ifU-Jfr 

+ C Amfnfr-^l + V -^m^«-i^r-i "+- Am^ifti-ifr-i j 

je l'écrirai comme il suit , en supposant que le rectangle ( i ) soit posé sur le 
rectangle ( 9 ) , afin de donner au second membre de cette équation la forme 
de parallélipipède rectangle 

H- C-Am-^ifTifT -+- OC A m 



ft,a,, 



....(1) 



^nifTifT» 



+ Am—\fn-\r^\ + y Am,n-i,r--i î 
"+" y A m-i,n,r--x H~ b Am^TifT-i ) 



...(Q) 



Je supposerai aussi que les termes de la série récurrente triple soient disposés 
sous la forme de parallélipipède rectangle , là base de ce parallélipipède étant le 
tableau (3) du n.^ qqi , après qu'on y aura mis l'indice inférieur ^o à la suite de 

chaque 
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chaque terme; que sur cette base repose une tranche où les indices infé- 
rieurs qui répondent k m et k n soient les mêmes que ceux de la base, chacun 
des indices qui répondent à n étant suivi de Imdice ,i qui est la valeur de 
r dans cette tranche ; que sur celle-ci repose une autre tranche où les valeurs 
de m et de 7z demeurent encore les mêmes , celle de r étant = a dans toute 
la tranche, et ainsi de suite en montant. 

Il est visible que si la série est continuée dans tous les sens , il y a huit 
régions différentes , séparées les unes des autres par trois plans , qui se coupent 
à angles droits; nommons première région celle dans laquelle les indices m^ 
7z, r(ou les exposans de ^, j^, z) sont tous positifs ou zéro ; et supposons que , 
dans le cas proposé , la série soit renfermée dans cette région. 

Détachons à présent de l'équation donnée Féchelle de relation 

(0 (2) 

y + ^' + r + y" 

^ e ^ ce ^ y ^ r' , 

où Ion suppose la tranche ( i ) posée sur la tranche ( q ) , et promenons cette 
échelle dans l'espace du parallélipipède de la série , en la faisant mouvoir 
dans tous les sens , mais toujours parallèlement à elle - même : à chaque 
position , les termes de l'échelle appliqués contre ceux de la série donne- 
ront un cas particulier de l'équation de relation ; et avec un peu d'attention, 
on voit que cette équation peut toujours être satisfaite, c'est-à-dire que 
am,n,r peut toujours être zéro, excepté aux endroits qui répondent à am „ o j 
à ceux qui répondent à ^«,o,r et à ceux qui répondent à ao,n,r, endroits qui sont 
compris, savoir les premiers dans le plan des x eiy ^ les seconds dans le plan 
des X et 2 , et les troisièmes dans le plan des y et z. On a donc par là les 
termes qui se conservent au numérateur de la fraction génératrice triple , et 
cette fraction sera de la forme 
ii^bx -^cx"^ -hdx^ -H etc. 



-^ùy-\- c'xj -t- d'xy -f- etc. H- b''z -+- d'xz + (T'x^z -+- etc. 

-i- c'>^ + d''xy^ -(- etc. -t- c'"z2 H- d:"xz^ -)- etc. 

-+- d'Y --h etc. -H d:<<<z^ H- etc. 

+ etc. -1- etc. 


--(-c 


'yz-^d«Yz^etc. 

-\-d''"yz'^-\-Qtc. 

+etc. 


ce -\- Çx -+- yxy 




. 


H- f y + y'xz 







H- Cz + y"yz -f- J'''xjK2 

L 1 1 
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On parvient au même résultat en multipliant la série triple en Xy y^ z^ qui 
représente la série récurrente, par le dénominateur de la fraction génératrice, 
que Ion obtient en étendant aux équations de relation triples ce qui a été 
dit aux n.^^ qq3 et QQ4 ; car le procédé précédent n'est qu'une manière 
dabréger cette multiplication. 

Si Ion suppose donnés les termes de la série récurrente qui répondent à 
^m,n,oj Am,o,r et ^o,n,r y c cst - à - dire Ics tcrmcs qui touchent aux plans qui 
séparent la première région des autres , et que de plus on suppose la série 
bornée à la première région, c est- à -dire que les termes à indice m ^ n ou. r 
négatif soient zéro ; on aura , pour déterminer les coëfficiens du numérateur 
de la fraction génératrice , les équations générales suivantes , qu'on tire facile- 
ment de l'équation de relation , 

^ntfOfT C^^TTtfOfT ~\ G^m—ifOfr 

+ C AmfO,T^\ + y Am-\,Ofr^\ 9 {ci) 

ClofTifT = OcA.o^n,r + h Ao,n-^i,r 

-f- b Ao,nfr-i + y ^0/«-l/r-i» 

Après avoir déterminé la fraction génératrice , on aura le terme général 
en développant par nos règles l'expression 

Dans un premier développement on ne conservera des dérivées de a que celles 
qui se conservent dans le numérateur de la fraction génératrice , et l'on rejettera 
tous les termes qui se trouveroient multipliés par d'autres dérivées de a. Dans 
les développemens ultérieurs et réduits, on aura soin de prendre pour dernières 
dérivées de oc celles qui le sont dans l'équation de relation ou dans le dénomi- 
nateur de la fraction génératrice. 

On voit aussi que toutes les fois que la série ne sort pas de la première 
région , oc n'étant point zéro , il faut commencer le développement par ce : mais 
si la série s'étendoit dans les autres régions , ou que oc fut zéro , il faudroit 
appliquer et étendre aux séries triples les règles et les observations des numéros 
241 et suivans. Des détails sur ces cas nous feroient excéder les bornes de 
cet ouvrage. 
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Exemple IX. (^) 
a52. Etant proposée l'équation de relation triple suivante - 

-^fTiffiff P-^m^Xftifr j 

(jAm,n—\,r > = O ^ 

^J \ 

Pi (/ y S étant des quantités constantes données ; qu'on ait pour conditions que la 
série récurrente triple soit renfermée dans la première région , et que^m,n,o= i, 
■^mfO,r^= O , Ao,n,r = O, lorsque m, n et s sont des entiers positifs quelconques: 
on demande l'expression du terme général Am^tifr^ 

Cet exemple est évidemment compris dans le cas précédent, cc^ 6*, 6*', ff'' étant 
respectivement égaux à i , — ;?, — q , — s^ et y', y\ y''\ S^'' = o. Les équa- 
tions Qa) y par les conditions précédentes, donnent zéro pour toutes les valeurs 
de am,o,r et de ao^n^r ; la première de ces équations donne encore zéro pour 
toutes les valeurs de am^o^o et de ao,n,o'y elle donne ensuite 

C^=:l, d' = l — p^ e'=:l— /?, am,i,o = 1 — /? , 

d^^ = i — ^7, e" =z 1 ~ /? — 17, . . a„,^çi^o = i — p — Çj 
e^^' = 1 — <7 , ^m,3;o = 1 ~ P — 9y 

Ainsi la fraction génératrice triple se réduit à la suivante 
dxy H- d^x^j ^ éx^y -f- f^x^y -f- etc. 
-H d^^xy"^ -j- é^x'^y'^ + f^x^y^ -f- etc. 
-h é^^xy'^ ^ f^f'ocy^ -{- etc. 

+ f^^y^ --^ etc. 
4- etc. 

^ + 6"^ + ffy -I- c'^-3 

(*) La solution de cet exemple donne celle du problème suivant de Lagrange , n." 64 du mémoire cité. 
« On suppose qu'à chaque coup il puisse arriver trois événemens, que Ton désignera, pour plus de clarté, par 
« P, Ç, -S, et que les probabilités de ces événemens soient respectivement égales k p , q y j; on demande 
« le sort d'un joueur qui parieroit d'amener l'événement S r fois avant que l'événement Q arrive n fois et 
ce l'événement P, m fois, ^j Ce problème se rapporte à celui de la note de notre exemple premier, puisqu'il 
n'est autre chose que ce dernier problème étendu à trois événem cns. 
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Le premier développement de Am,n,r-= p'«.p'''.p'^(^a5-i), où il faut prendre 
ce pour origine , se réduit donc , en rejetant toutes les dérivées de a qui ne se 
trouvent pas au numérateur , à cette seule série 

^'P'"""'-P^"~'*Ç'''''^""' -t- //^p'«-^.ç'''-"^p'^^"-' H- ^'p'"-3.p'''-'.p'^aî-i + etc. 
-H ^'^p'«-^p'«-2.p'^^a-* H- 6''p«~5. p'«-2. p'^r^^-i ^ e|.(,^ 

-H ^'''p'^-^.pVn-s^ç'/r.^-i ^ etc. 

-4- etc 

-H ^i7i«2;«,op^.p''''.a5-' 

H- ^m-i,«-i;oD.D'.p'^aî-ï -H ^m-i,n,oI>.p'^«^^ 

-H ^m,«-.2,op'^.p'^^A5-^ + ^m,n-I,oD^p^^û^-^ -4" ««,,«,op'^ AT^ 

Puisque oc na ici d'autres dérivées que C, Ê*' et ff'', on aura généralement 
p'». p^". p'''". ur"^ = pw. p'«. ( ±: cT'-^^ C^' ) = 

1. 3. . . .W. 1. Q. . . .Ai 1. 2. . . W. 1. Q . . .AZ'^ ^ 

et avec un peu d'attention on voit que le développement réduit de la série 
précédente , écrite à rebours , sera 

{^-iP+9)H r+ur + a.r + s'' [ 

_l _L 2. _I_ (y„3 _|_ 3p2^ _i_ Sptf2 _|. ^3_) _|_ etc. 

+ (■-?') .....(™-3). .....(»-.)'' '""' , (, ^+....(r+m-^„-3) 

+|K;.+,)|-+'-'7'"+"-^V-y-' ^ '-<'"-")• '■^••("-')' 

r+l...(r+m+/^-4) , ^^^ ■^^. Q..(m-i). x. ^..(/z-^/"'^' 

^ ^ ^^ 1.2..(m.j). l.Q..(/2-:i)^ / 

r-h-l....(^^-f-A?^ + 7^— q) 

V 1. 2 . . (//2 — l). 1. Q . . . (/Z -- l) ' ^ 

On voit dans cette expression qu'aucune puissance de p ne surpasse m — i 
et qu'aucune puissance de 9 ne surpasse n — 1 ; de sorte qu'il est aisé de 
conclure que l'on peut se contenter de dire que le terme général est 



jn-2/jn'ï , 
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AmififT — • 

pourvu qu'on ait soin de rejeter du développement toutes les puissances de 
p plus hautes que m — i et toutes celles de q plus hautes que n — i. 

Si Ion effectue la multiplication par i — (^ + ^ ) , on transformera faci- 
lement cette dernière expression en celle-ci , qui est un peu plus simple , 

■Am,niT 

série qu'on continuera tant que les puissances de p seront moindres que m , 
et celles de q moindres que n. C'est cette expression que Lagrange trouve 
au n.o 54 du mémoire cité. 

253. On peut appliquer nos principes au cas que traite Lagrange au n.° 5 1 
du même mémoire, et l'on parviendra à des expressions conformes à celles 
qu'il trouve : il suffit d'indiquer cette question ; car en voilà assez pour 
l'intelligence de notre méthode et pour mettre sur la voie ceux qui voudront 
l'appliquer à un plus grand nombre d'exemples. 



M m m 
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ARTICLECINQUIÈME. 

Applications du calcul des dérivations au retour général 

des séries. 

254. Nous ferons dépendre dans cet article le retour des séries de leur 
transformation , en présentant les propositions les plus étendues sur le retour 
des séries et des fonctions, comme une suite naturelle dun théorème fort 
général sur la transformation des séries : il suffira ensuite d'étendre ce théo- 
rème , pour en voir découler plusieurs propositions sur le retour des séries 
doubles. Les dérivations offrent de grands avantages dans ces recherches , en 
y apportant la simplicité et la facilité ; et les formules auxquelles elles nous 
conduiront peuvent encore servir à d'autres usages , comme à trouver la somme 
de beaucoup de séries , à rendre les séries plus convergentes , etc. ; mais nous 
n'avons pu entrer dans aucun détail sur ces objets ; nous avons cru devoir 
seulement nous arrêter à quelques conséquences relatives aux dérivations. 

Problème. 

255. Etant donnée la série 

j ^ Bx -^^ Cx^ ~H Dx^ + Êx^ H- Fx^ -4- etc. , ( 1 ) 

on propose de la transformer en une autre de cette forme 

a-\-bx{Q'^yx-\-^x'' + etc.)'" -+- cx'^ijS'^ yx -\- èx'' + eic.y^ 

-f- dx^^i^lo-^yx + ^x^ + etc.)3'« -j- etc. , ^^^ 

A ^ B^ C^ etc., et ^, y, (J, etc. étant des quantités quelconques indépendantes 
les unes des autres et même arbitraires , et m étant aussi quelconque. 



Ce problème est l'inverse de l'exemple du numéro 6q ; et c'est de la solution 
de cet exemple que nous allons déduire celle du présent problème. On voit 
que la question se réduit à trouver les valeurs de ^, b^ c , d^ etc. en ^, B ^ 
C, £), etc. et en ff, y , J, etc. 

Prenons donc les coëfficiens de x, x'^^ x5, etc. de la série du numéro 6q 
sans les développer autrement qu'en 6*, afin d'en mieux voir la loi ; savoir : 
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(3) 



OÙ la loi est facile à saisir , sur tout si Ton fait attention à la remarque du 
numéro 63. 

Tirons à présent de ces formules les valeurs de a, è, c, ^, e, etc. , en 
substituant successivement dans chaque équation les valeurs de a, è, c, etc. 
tirées des équations précédentes et développées en y. Nous aurons de cette 
manière : 
a = A ^ 
h = BÇ-^, 

je substitue cette valeur de b dans la 3.*^ des équations précédentes, et fai 
c = CQ-^^ — BS-^^D.C^, 
développant en y et réduisant, je trouve 
c = Ce^-2« — B.mC-^'^-'y; 
mettant les valeurs réduites de ^ et c dans la 4*^ des équations précédentes, j ai 

développant en y et réduisant, 

substituant les valeurs réduites de Z^, c, ^ dans la 5.® équation, je trouve 

J • 2 

développant en y et réduisant, 

^, ^ , 772(477^ + 1)^ 777(4771+0(477^-4-2)^ _ -^ 

+ 5(-777C-^'«-ip2.y H ^^ ^ ^ g'-4'"-2jD.y2 ^^ ^^ ^ -— ^ e*-4'»-3y3) j 

^ ^ ' 1. 2 ' !• 2. 3 ' ^ 

et ainsi de suite. 



an 
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En examinant dans les valeurs réduites de c, ^, 6, etc. les quantités en 
é* et y , il est visible que ces valeurs peuvent se mettre sous cette forme 

a = ^ y 

c = i(7CQ-^^ ^ Bv.G"^'^), (4) 

etc. , où la loi est manifeste et très - simple ; de sorte qu'on peut continuer 
facilement ces formules aussi loin qu'on voudra; et Ion en conclud sur-le- 
champ que , an désignant à lordinaire la ri'^""^ lettre après a ^ on a , pour le 
terme général , 

72 I -+- etc. -+- 3Z)g«-5. g'-rtw ^ QCg«-3.e'-«'» + ^p«-i. e'-«'« j ' ^ 

C* devant être regardé comme un premier terme dans les dérivations. Ainsi 
le problème est résolu. 

a56. On peut mettre les formules (4) et (5), que nous venons d'obtenir, 
sous une forme encore plus simple. Rn effet, si on rapporte B y Cj JD^ etc, 
à j4 considéré comme premier terme (n.^ 121 ), on a 

B = iD.A j qC=v.b.^j 3D = :g^.T>.^j iE =z :g^.B.A ^ etc. 

ainsi la formule (5), pour le terme général, peut se mettre sous cette forme 

1 ie-"^.i^''-\jy.A -H D. ?-«'«. p«-2. D. ^. +■ p2.C~'""p''~^. D.^ -4-etc.^ 

^ ( H- p«-^. £*-«'«. p 2. D.^ H- p«-2. C-"'". D. D. ^ -f- p«-i.ff-«^.D.>^) 

Or la quantité ^4 étant indépendante de €* , cette série se réduit , par le n.^ 
97, à cette expression très -abrégée 

^« =7^P^-^(C-«'«.D.^), (6) 

-^ et Ç étant des premiers termes dans les dérivations. Les formulés (4) 
deviennent ainsi 



an 



a = A^ 

^ = |p^,(ff-3;».D.^)^ 

e = ip3.^Ç-4«,D.^), 
etc. 



.(6) 

267. 
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• 267. En résumant ce qui précède, on a ce théorème, remarquable par sa 
généralité , sa simplicité et sa fécondité. 

Théorème. 

Pour transformer la série quelconque 

^ + J5a? -4- Cx^ + Dx^ -+- Exk + etc. (i) 

en une série de la forme 

^-H bx{^^ + y^ + H'^ -H etc.)'» -H cx'^{Q -4- y^ + ^oC^ + etc.)^»* 

'^dx\i^ + y,r+(?x3 ^ etc.) 5'» -i-etc.4-^„:c«(e-f-y^ + tî^^ ^etc.)"'" + etc. ; " ^"^ 
on fera , pour abréger , 

y = ë* ■+- yo? -H ^x"^ + g^3 ^- etc. , ... (m) 

et Ton aura cette formule 

A -f- Bx -H Cx'^ + Dx^ + J?^4 -f- etc. = 

-f- etc. •4--p"-^(C-'*'".D.^).a:V'" + etc. , 

A et ff étant considérés dans les dérivations comme des premiers termes et 
comme des quantités indépendantes lune de l'autre ; de sorte , qu en faisant 
y ■= xç"^ , le terme général de la transformée sera 

^^.j« = -p«-^ (g^-«'». v.A).j^ = ( v) 

L'exposant tw est quelconque , entier , fractionnaire , irrationnel , etc. 



^1 



258. Démonstration. Nous n'avons trouvé d'une manière rigoureuse , à la 
fin du n.^ 255 ^ que les valeurs àe a^ b ^ c ^ d^ e\ et nous en avons conclu 
en général celle de an : cette conclusion n'est qu'une induction , fondée à la 
vérité sur une loi que tout annonce être générale ; et Ton se contente souvent 
de pareilles inductions. Mais voici une démonstration de notre théorème , qui 
paroît ne rien laisser à désirer. 

Les formules (3) dilhi.^ <255 ^ dont on sait que la loi se conserve toujours, 
sont toutes des équations du premier degré en b , c ^ d ^ e ^ etc. , ainsi qu'en 
B ^ C^ D^ E^ etc. : si donc on élimine les quantités b ^ Oyd^ e, etc. , afin 
d'avoir successivement leurs valeurs en B ^ C ^ Z), jB, etc. , on sait, par l'élimi- 
nation des inconnues des équations du premier degré , que dans ces valeurs 

N n n 
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de è, c, d^ a, etc. les quantités B ^ 6\ Z), £, etc. ne seront que du premier 
degré , et qu aucun terme ne contiendra le produit de deux ou de plusieurs 
de ces quantités ; de sorte que ces valeurs seront de la forme suivante 

a =z A ^ 

h =i\^.B , 

c = \>\C H- t\B, 

d =: b".Z) -+- C\C H- V\B , 

e = V'\E -4- c"'.D + V'\C -4- e"'.5, 

etc 

an = h^'"'\An + c^^-^^^-i + bC^-0.^^.2 ^- etc. ^-K^^'-o.^, 
etc. 
Avec un peu d'attention on voit que ces mêmes valeurs peuvent aussi se 
mettre sous cette forme: 

a =1 A ^ b =1 p.T^.A ^ c = D. (/?'.D.y^) , d = T>^.(p'\i).A) y 
e = d5. (yf?"^D.^) , et en général an = d«-^(;?^''-'\d.^) ; 
Pj P\ P^^ 1 P"S ^^c. p^"*"'), p^**\ etc. étant des indéterminées, indépendantes 
de A , mais fonctions de Ç et de m. Cela posé , soit 

j =z œ{C -+- yx -^ $x^ ^ s^^ ■+■ etc.)'", (1) 

on aura généralement 

^ -+- Bjo -+- C!;r;2 -f- Z)x'3 -+- Eœ^ + etc. = 

+ etc. -h- D«"'.(yy^^-'\D.^).j« + etc. , • • • '^^^ 
où il s'agit de déterminer /?, p', yt?", etc. p^'^'^^y p^""^ y etc. en C et w. 
A cet effet , de l'équation ( 1 ) je tire celle - ci 

X = j(C -+- yx -+- (îx2 H- 8x5 -f- etc.)-'", ou bien 

ce = yiC-"^ -T- B.e-^'^.oc "4- p2.e*-'"..a;2 + p3.g^-m ^3 ^ etc.) (3) 

Afin d'éliminer x de cette équation , je transforme les deux fonctions de x qui 
y entrent, savoir x et 6*-'" + n.g'-'^.x + p^.g'-'^a:^ -f- b^X^'^.x'^ -h etc. , en séries 
ordonnées suivant les puissances de y^ et cela au moyen de la formule géné- 
rale ( Q ). Pour transformer la première , savoir x , il suffira de faire , dans la 
formule (q) , A =^0, B = d.A = 1 , C, Z), etc. = o ; et pour transformer 
la seconde , il suffira de faire , dans la même formule {q ) ^ A = C-"* , 
i5 = D.^ = D. C-"" , C =^ ç2. ç^m ^ j3 __ p3. g'-m ^ etc. ; et Ton aura les deux 
transformées suivantes , 
œ == p.jr H- D./?\j2 ^ D2.p".j3 ^ D3.p"^j^4 ^- etc. -f- D""-»./?^*'"'\jK'' -f- etc. , 
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et S*""" H- D.g*-'».^? -+- p2.f-w,^2 ^ p3.g»-.m,^3 ^ etc. = 

H- etc. H- D'»-^(;?^''-'\D.g'-'").jj^« + etc. 
Substituant à présent ces deux séries en y dans Féquation (3 ), elle devient 
pjy •+• jy.p\y^ -+- d^.^^.jS _^ jy^.p^^.y^ + D4.y[?»^.j5 +etc. +D'«-i.;?^'*-'\j«-f- etc. = 

équation , toute en jj^, qui sert à déterminer les valeurs de /?, p\ p'\ etc. , p^""^^ etc. 
En effet , en égalant entre eux les coëfficiens des mêmes puissances de j- , on a 

l.o p =: Ç-m^ 

2.° -D.p^ = pn.S"'^ = C-'^jy.S"^ = 7D.f~2w^ g^-w étant regardée pour le 
moment comme la variable. Donc/?' =: fê^-^w^ 

' i^ 2 2. 3 ^2.3 
4.^ D.//" =p^^y^.Ç-m = _L Ç~3mi).g>-m ^ _i_D.Ç-4'«. DoUC O"' = — ^ ^'^"^ \ 

2. 3 2. 3. 4 '^ 2. 3. 4 
et ainsi de suite. Si , de cette manière on a trouvé «Cn-iO :^^ -g*-(«-0^, 

^ 1.2.3...(^/-l) 

7Z étant 5 ou tout autre indice , on aura, pour le terme suivant , 

' ' 1. 2... (^Z— 1) 1. 2.. .72 

Donc p^"""^ = — ; 6'-'^"' ; ce qui fait connoître la valeur d'un terme quel- 

conque, et démontre que ces expressions suivent constamment la même loi. 
En substituant dans la série ( 2 ) ces valeurs de /? , p\ /?" , /?"' , etc. , wCn-i) ^ 
etc. , on a ^ ^ Bx ^ Cx'^ ^ Dx^ -h Ex^ 4- etc. = 

^ ^ g^-^'.D.y:/./ 4- ^D.(ë*-2;«.-D.^j.j2 ^ JD2. (e'-3«.D.^).jK5 4- etc. 

+ ^p«-i. (S'"'«'^. D.^).jK" H- etc. 

Corollaire. 

269. Puisque, dans le théorème, m est quelconque ; si l'on y change 771 en 
— 771 , on aura cet autre théorème : 
Pour transformer la série quelconque 

A -\- Bx '\^ Cx^ + Dx^ -I- jBx4 -H etc. ••••(!) 

en une série de la forme 
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bx CX'^ 



a 



{S + yx + ix^ + etc.)'" (ff H- yx + ix^ -+- etc.)^"* 

d^ ^ anx- • • • ^"^ 

'^(C+yx + h' + etco^^^ ^ ^^^' ^{C+y^ + h^ + etc.)"'" "*" ^^^'' 
en faisant pour abréger 

ç = C -+- yx -h ix^ ^- sx^ "H etc. , ... (m) 

on aura la formule suivante 

^ H- ^o; H- Cx^ -H jDx^ -f- £^a;^ H- etc. = 

^ ...(IV) 

H- etc. H — p«-i.(g*'"».D.^).a;«s^-«'« + etc. 

^ et C étant des premiers termes indépendans lun de l'autre , de sorte que 
le terme général sera , jy étant supposé = xç-"^ , 

an.f" = -p«-^(ë*«'».D.^;.j« = V. . (v) 

T l /^^«-^ e^«'« H- (72— 1 )^;,_i. D. e*«'« + ('2 - 2 ) ^«--2. p2. s*"'" } 

n\ H- etc. + 3Z).ç«-3.g'nm ^ QC.p«-2.g>/2m ^ J5. ç«-^g'«'»p'* •••C^v 

260. Rien n'est si facile que de développer entièrement lexpression du terme 
général des numéros 23; et Q5g , et par conséquent de calculer un terme quel- 
conque delà série transformée^ indépendamment des autres. En effet, pour 
déduire par dérivation les uns des autres les développemens réduits de f-"'» , 
D-f "*"'"> ç^'S"''"' j p^.ê*-"'", etc. ou ceux de £*""*, d.Q""" ^ p^.g*"'», p^.g'"'", etc., 
il suffît d'employer la règle du n.^ 3o, et Ton écrira sur-le-champ ces dévelop- 
pemens tout réduits à la suite les uns des autres. Si l'on en veut calculer un 
séparément, on le trouvera par la règle du n.^43 ou par celle du n.^ 47, 
en faisant d'abord un premier développement en y. 

Si on vouloit ordonner le développement du terme général du théorème 
par rapport aux puissances négatives de £*, on auroit par le n.^ 100, en 
développant simplement en y , 

-p«-i.(g*-«'".D.^) = Ç-«'«.p«.^ — 772e-«'«-i.p«-2.(yD*^) 

, rn{nm-\-\) ^ „. .. m(nm+i)(nm + Q) ^ - .. „ 
H ^ ZU«Ç-/i/«-3.ç«-3.(y2D.^) i '—Jl -— i. e^-««-3.p«-4.(y5D._^^ 

, m(nm-+' 1) (nm -H/î— 2)^^^^,, ^, . 

1. 2 (/^ — 1) 

261. 
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s6i. On peut même, d'après nos principes , trouver des règles pour déduire 
les uns des autres les développemens réduits des coëfïîciens successifs de la 
série du théorème ou de celle du corollaire : pour y parvenir il suffira de 

développer, en y , -p«-^(e*-"'".D.y^) et — — p'*. (e*-«'«-ï.D.^), et de comparer 

entre eux ces développemens; on en conclura ensuite la règle. 

Dans le cas où Ion auroit à déduire du développement réduit de -p«. 6*-^ 

celui de p" + ^ ^-^-^ , la règle devient si simple , que nous allons la mettre 

ici; nous aurons occasion d'en faire usage dans ce qui suit. 

Je développe en y les deux expressions proposées ; elles deviennent , savoir : 



s ^ 



H- etc. zp — î- -î^ !^-^ ^e-^-«.y«, 

- g'^-p^y +l±lf-^-3p«<i.y3 _ £±^A±i^^.-4p,^,.y3 
- etc. =p -^ ^ !^ g^-^-^-ÏD.y" ±: --Ï- i- \ , \ ^ g....„.2.yn-4-i 

^^ Q. 3..../Z ' Q. 3 . . . .(az+ ij ' 



,{a) 



.{b) 



De la comparaison de la série (b) avec la série {a) découle la règle suivante. 

Le développement réduit de -D'^. g-' étant donnée pour en déduire celui 

de — --- — p« + i.g-^-i; dans le premier développement multipliez chaque 

puissance de Ç par son exposant pris positivement , diminuez ensuite cet 
exposant de V unité et divisez toute V expression par ^ H- i ; après cette 
préparation y prenez la dérivée divisée suivante par la règle du n,^ 3o. 

262. Pour que le lecteur voie mieux la facilité avec laquelle nos méthodes 
donnent les développemens réduits des formules précédentes , nous l'enga- 
geons à calculer le développement de l'exemple suivant , exemple bien 
étendu en lui-même, quoiqu'il ne soit qu'un cas particulier du corollaire 

du n*^ î5g. 

O O G 
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Transformer la série 

A '\- Bx -\' Cx2 -H Dx^ -4- etc. 
en une autre de cette forme , 

bx cx'^ dx^ 

ê'H-y.x'-i-Jx^+etc. (S'4-y^H-J.i;^-Hetc.)^"^(£'-4-yj:^-Hc5^^^--hetc.)^ ^* 



On fera 7?r = i dans le corollaire n.^ Q5g , et, en développant la formule 
comme nous l'avons indiqué au n.^ q6o, on aura sur-le-champ 

a ^=1 A y 

h = BQ, 

e = ^{4^^^ + 3D4e3y H- C2 0(4^3^ -4- 6^^) + ^(i^^s H- 6^'2yeF + 4ê^y^)i . 

^~ H H- 5(5^4^ -H io^3[2y5 + ^2] + loff^Sy^^ H- 5?y4)S ' 

et ainsi de suite. Ici les dérivations se font , non en passant d'un des termes 
byCyd^e^ etc. à l'autre , mais sur les quantités qui composent chaque terme 
en particulier, de sorte qu'on peut ainsi calculer le développement réduit 
d'un terme quelconque a^ sans connoître les autres termes. 

Si Ion veut ordonner suivant les puissances de €* le développement réduit 
d'un terme quelconque , du septième par exemple , on prendra pour guide 
la formule du n.^ loo , et l'on aura sur-le-champ 

e^,6G H- 6f5|y5i^ -H U^ -H g3Z) ^ ^qC + ^5} 

^ "~ 6 < ^ Qof3|y3 3/) + 3y^eÎQC + (3y2g ^ 3yJ^)5| 
f- i5C^{y4QC^ iy^cF^l ri- 6^7^-5 

263. Parmi les usages qu'on peut faire du théorème précédent , se présentent 
d'abord les deux suivans : 

\f Introduire dans une série proposée quelconque une autre série arbitraire , 
en ordonnant la première suivant les puissances de la seconde , et cela sans que 
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la série proposée change de valeur ; ce qui donne le moyen de connoitre les 
sommes d'un grand nombre de séries. 

2.^ Rendre une série proposée convergente à volonté, en la transformant 
en une autre dont les dénominateurs soient les puissances successives d'une 
série quelconque , à laquelle on peut donner des termes tels et en tel nombre 
qu'on voudra. 

On peut se faire une idée de ces usages en lisant le chapitre i/^ de la 
2.^ partie du calcul différentiel d'EuLER , où , après avoir transformé la série 
^4- Bjc h- Cx^ -f- etc. en a -i- bj -i- cy^ H- etc. , j étant successivement 

éeal à — ^ — et à • ce qui forme les deux cas les plus simples de 

l'exemple du numéro précédent , l'auteur se sert de ces transformations pour 
sommer différentes séries ou pour les rendre plus convergentes. Les autres 
transformations qui se trouvent ensuite dans le même chapitre, sont des cas 
particuliers de notre exemple du n.^ ôq. On voit donc que cet exemple et 
le théorème du n.° q3 7 peuvent servir à des applications pareilles, plus 
nombreuses et plus étendues. 

264. On aperçoit facilement combien le théorème du numéro q5 7 est étendu, 
en considérant que , x y ayant une vajeur quelconque , on peut faire 
x=: 1, et alors, commet, By C, Z>, etc., Cj y, J, g, etc. sont quelconques , 
ces quantités peuvent être ou entièrement indépendantes et arbitraires , ou 
des fonctions arbitraires , ou des fonctions régulières et continues de a; , de 
X et de jK , ou d'autres variables ; le théorème subsistera toujours. 
On peut , par exemple , regarder la série 

^-f-^H-C-H£)-HjE + etc. 
comme le développement de cette fonction de polynôme 
*(2l H-gs-i-S + S^gH- etc. ) , 
et la série ff+yH-(5'H-g-+- etc. comme le développement de 
0(a4-b~f~c--f-bH~e4- etc.). 

(IL) 

^65. Passant à présent au retour des séries , on verra découler du théorème 
et du corollaire précédens les propositions les plus belles et les plus générales 
qu'offre cette matière , et nos méthodes de dérivation donneront les moyens 
de développer , toujours avec facilité , les formules que Ton obtiendra. 
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Soit proposée la série 

y = C'X -{- yx^ H- Sx^ H- sx^ -h etc. ; 
on demande à exprimer x en y ^ c'est-à-dire à déterminer les coëfficiens 

de la série 7 . o . ^ ^ . / . 

00 = l?y ^ cy^ ^ dy^ -h ey^ + etc. -f- Uny^ + etc. 

C'est le cas de Newton , dans sa lettre à Oldénburg, du 24 octobre 1676. 

On voit que cette question se ramène à celle-ci : Transformer x en une 
série de cette forme : 
bx{^ H- yo; -H Jx2 4- etc.) + cx^-i^ -h yr -H ^10'^ ^ etc.)^ 

4- dx^ij^ 4- y\ic -\- dV ^ etc.j5 -}- etc. 
Comparant avec le théorème du n.^ q5 7 , on a /^i =: 1 , xç -=: y ^ et la série 
A -H ^^ + Cx"^ H- etc. se réduit ici au seul terme x ; on fera donc dans la 
formule ( vi) , i5 = 1 , et tous les termes A ^ C ^ D ^ etc. , An-\ , An , etc. = o, 
ce qui réduit le terme général à 

an*y^ = - g"-^ Ç-^^.y^. 

Th 

Ainsi la série demandée sera 

a; = ....(a) 

f-'.jK -f- i-D.C-^.j^ H- yp^-ê"-^. j5 -(- ip5- ë'-ijK^ H- etc. -f- - p''-i.ë'-».j)/» H- etc. , 

série dont la loi est très -simple. Il est aisé d'en développer séparément un 
terme quelconque par les règles indiquées au n.o 260 ; et par la règle du n.° 26 1 , 
on peut écrire, sans s'arrêter, le développement de la série même, continuée 
autant qu'on voudra. En voici le commencement : 

X = Ç-Ky — g'-VjK' -^ i — f-4<J H- iC-5y2}j5 
4- { _ f-5g _|_ |f-S2yc? - ^C-7y3|y. 



2.3 
2. 3. 4 '^ ■*/ " — Q. 3. 4. 5 






etc. 

266. 
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266. Soit proposée réquatîon 

X =^ oc -h- €x -i- yx^ -\- Sx'^ -\- %x^ + etc. ; 
on demande x exprimé par <% , S*, y , etc. 

Je mets Féquation proposée sous cette forme 

00 



^ ~ ce ^ J^oc -^ 7^2 H- lic^ -\- sx^ + etc. ' 
comparant avec le corollaire du n.^ qSq , j'ai ^ = a? + C^ -f- yx'^ H- Jx^ + etc. , 
a, C, y, etc. remplaçant ici Ç, y, t^, etc. du corollaire, de plus m =1 i ^ 
xç-^ = 1. Donc , faisant la série A -+- Bx-]- Cx^ -i- etc. = a;, ce qui donne 
A =^ o ^ B =1 Yi.A ^= \ ^ et toutes les autres dérivées de A égales à zéro , la 
formule (iv) donnera sur-le-champ 

^ = 05 + -0.0^2 ■+. iD2.c^5 ^ ^D^.cc^ -f- etc. -H -p«-^a'* -+- etc.; 

OÙ Ton fera à Fordinaire d.c^ = S*, D.ê* = y , etc. 

Si Ion avoit x zzny^C-h yx H- (Îx2 + gx5 -h- etc.), on trouveroit de la 
même manière 

X = Ç.y -h -D.e^.y H- ip2.C3.^5 _|_ etc. + ^Ç"-^C«.JK'' -+- etc. , . . .(b) 
et en faisant le développement réduit, 

4. 1^4^ + lç3(2y, 4-<J^) -+- iliç2 3y.J H_ ±±lcy^j,5 H_ etc. 



5267. Soit proposée l'équation v 

y = x{S -1- yx + Ja:2 + ga;5 ^ etc.)'»; (1) 

on demande à exprimer une puissance quelconque or'^de x par une série en y. 



La solution de ce cas se tire du théorème de deux manières différentes : 
dans la première on supposera l'exposant r un nombre entier positif ; la 
seconde fera voir que Ton obtient la même formule , r étant quelconque. 

Première manière. On a icij^ = xg'^j comme dand le n.^ ^57, il suffit donc 
de comparer x' avec la série A -h Bx -h Cx^ + etc. + Arx' -f- etc. : cette 
comparaison donne zéro pour tous les coëfficiens A ^ B ^ C, etc. à l'exception 
de Ar qui est = 1 ; de cette manière l'expression (vi) du terme général se 

ppp 
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réduit au terme unique 

Ainsi , puisque Tindice de d ne sauroit être négatif, ce qui exige que n ne soit 

pas <] r, on voit que le premier terme de la série demandée est - ç^. f-'''«.j^'' ; 

et la série elle-même sera 

X' = (c) 

r*^ ^+1 r + 2^ •^ 

-4- — L-.D3.C-(''-+-^Kr'' + ^ -f- etc. H ^■' — p«,g*-('' + «Ky''-^« H- etc., 

r + 3^ «^ /' + /^^ '^ 

formule dont la loi est fort simple. 

268. Seconde manièrç. L'exposant /' étant quelconque , je mets 1 équation 
proposée ( 1 ) sous cette forme x = j>^(ë* + yx -4- (^x^ -4- gx^ 4- etc.)-'" ; de 
là il vient , en prenant la puissance r, 

^r —.y(^Q ^ yx ^ §x^ -+- gX^ -4- CtC. )'"" î ^t 
xy-' = e^-'^^ -h D.C-''«.X 4- p2. Ç-rm.^2 ^_ p3.g»-m,<3.3 ^ etC. ; (3) 

égalant le dernier membre de cette équation à la série ^ -+- Bx -4- Gr^ 
-h- Dx^ + etc. du théorème , on a ^ = g'-'^'" , i? = d.^ = d. g'-'^'" ; donc 

Ç-nmjy^^ = g*- «'«D. £'-'■'« =: r/TÏ g*- ( '^ + '^ )*" " ^ 7 = D. g^-C'" + «)'" 

=: D.ê*-('' + '»K Substituant cette valeur dans le terme général (v) du 

r + n 

théorème , on trouve 

Multipliant par j'' Téquatiori (3) , on a pour x'' la même série (c) que ci-dessus. 

aôg. Exemple. Soit proposée Féquation 

o = — 05 + Ê*^ -h y ^2 -h Ja:5 4- gx4 4- etc. + ^^a:*; .... (4) 
on demande la puissance quelconque x^ de la racine x. 

On fera m = i et y =^ oc dans la formule (c) ci -dessus, ce qui donne 

x' =: 5"'. et' -+- ——^D.C-'-Kcc''^' H Ç p2,e'-r-2.^r+3 

''+^ ^+^ ....(5) 

H ~-p5.Ç-r^3.^r4.3 ^ etc. H ^ç^C''^-«.c^'*-+""rf-etc. ; 
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et en développant par la règle du n.^ q6i , on a sur-le-champ, 

X' = S"', ce' (6 ) 

^ 1. Q ' ^ 

* 1. Q ' 1. Q. 3 ' ' 

1.2 1 . Q . 3 W+4 

^(^ + 3)(^-^6)(. + 7) ^_, ,( 
^ 1.2.3.4 • ^ j 

-4- etc. 

Nous voilà parvenus sans aucun détour à la série que Lagrange donna le 
premier au n.^ i g de sa nouvelle méthode pour résoudre les équations litté- 
rales par le moyen des séries , imprimée dans les mémoires de Berlin pour 
1768; et nous avons de plus un moyen très-expéditif pour continuer celte 
série aussi loin qu'on voudra ; il faudra observer seulement que ocs est un 
dernier terme. 

Si Ion donne à la formule ( 5 ) ci - dessus un premier développement en y , 
et qu on ordonne suiva^nt les puissances négatives de £", on trouve 

— rS-'-Hiy^.y.cc'-^^— ^^i^ 0.7^.05^-+- 2) 

^ ' 2 c ' 2 . J 

— etc. ; 

la loi se présente d'elle-même et les développemens ultérieurs nont aucune 
difficulté. Cette série s'accorde avec celle que Lagrange a trouvée aun.° 18 
du mémoire dont nous venons de parler. 
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9,jo. On a j^ = aj(ff 4- y^ + Ja:2 -f- g^3 ^ etc. )'« , 

et l'on demande Fexpressijon sans x d une fonction quelconque de a:. 



On peut tirer du théorème du n.® q57 deux manières de résoudre cette 
question , lune lorsque la fonction \|/x peut se développer en une série qui 
procède suivant les puissances de x , lautre qui s'étend aux cas où ce déve- 
loppement n'a pas lieu. 

Première manière. Les valeurs de ^, de j)^ et de m étant ici les mêmes qu'au 
théorème , et -^x pouvant être convertie en une série ordonnée suivant les 
puissances de a*, je fais \jyx r=:\jy(aH-x),et j'ai 

•^x =^ -^a -^ Dxpa.a: -+- p^-Jya.x^ + p^^a.x^ + etc. , 
pourvu qu'après les dérivations je fasse a = o. Comparant cette série avec la 
série A 4- Bx H- Cx^ + Dx^ H- etc. , le théorème donne sur-le-champ 

•vj^x = 



1 



etc. H- -p"-^(6*~"'".i)\j>a).j^'' 



...(d) 



72 



formule dans laquelle na = i et a doit être fait zéro après les dérivations. 

Si l'on ne fait pas a = o après les dérivations , cette même formule donne 
la valeur de ^/(a 4- a:), a étant quelconque. 

271. Exemples. Si 7 = Sr + yx'^ + h'^ -f-gx^ -j- etc. , en faisant m = 1 , on 
trouvera ainsi pour e*, sinx , log(i -Ha:) , les séries suivantes , e étant la quantité 
dont le logarithme naturel est = 1 , et log désignant le logarithme naturel. 

./ 2 ï ^^ 3 ^^ 1 1 .Q "^ 

-i- -(p5.e-4 + ip2.e-4 + — D,e-4 H L_ e-4)j4 + etc. , 

4^^ 1^ l.Q 1.2.3*^ ' 

oii la loi est évidente; de sorte qu'on en conclud facilement le terme général. 

sinx = c-'.j + ^r>.^^v -^ ^(P'-f-^ - rr^^'V 

-^ s ^?'-^-' - r^ P'- ^^' + 771^4 "•^''^^' -^ ''"• ' 

où la loi est encore évidente. 

Sans 



DES DÉRIVATIONS. 2.i& 

Sans faire a = o , on a log(a + ^) = 

+ T(a-^p5.ç-4 _ a-^p2.C-*4 -H a-3D.Ç-4 — a-4e-4)j4 + etc. 
Si a = 1 , cette série devient 
log(H^a:) = S-Kf + i(D.^~2 _ e-2)^2 ^^ ^(g2.Ç-3 _ 13.^-3 ^ f~3)j^5 

H- i(p^-€*-4 — p^-£*""^ + ^•ë*""'^ — 6^~%^ + etc. 

272. Seconde manière. Si \]>ar est de nature à ne pas pouvoir être développée 
suivant les puissances de x (telle est la fonction logx), on aura recours au 
procédé dont nous avons fait usage au n.° q68 , et que nous allons généraliser. 

Mettant Téquation proposée sous cette forme 

- = (Ç + yx + h"- + BX^ + etc.)-"» =: 

j^^m _|^ D.e-'".^: + p2.f-/«.^2. ^ p3.g*-./».^3 _t- etc. , ( 1 ) 

nous aurons , par nos méthodes , 

^)y(-) = ^jy (£*•-«) + D.\)>(Ç-'»).ar + p2.^(Ç--m).^2_^ç3.^(Ç-»i).^ etc. . . .('2) 

Comparant à présent le second membre de cette dernière équation (2) avec 
A H- Bx + Cr2 _|_ etc. du n.° q57 , le théorème donne sur-le-champ 

+(î) = 

^ (e) 

^p2. {e*-5'«.D.-v)y(C-'")|.75 H- etc. - D«-i. |C-'"".r>.\KÊ*-'")}.jK'* -^ etc. 

Cette formule présente une loi fort simple. 

275. Exemple. Soit j^ = a:(6'+ yx + ^x'^ + gx^ + etc.), on demande 
logx par une série en y. 

On fera ttî = 1 , -^{xy-^) == log(xy-^) =loga: — logj, -^S"^ = log^~* = 

— logÇ, donc D.\j;6*-ï= — é'-^D.ë*, et le coefficient dejK" sera -p«-^(— ë^-^-^D.Ç) 

n 

nzz: - D". C^^ j aiusi la série sera 
n ^ 

logx= (3) 

4- etc. H — §".€■-«._;" H- etc. ,• 

Q qq 
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formule remarquable par sa simplicité ; elle est facile à développer par la règle 
du n."^ 261 , et son développement réduit saccorde avec la série que trouve 
Lagrange au n*^ ig du mémoire cité. 

Si Ion veut que la série soit ordonnée suivant les puissances négatives de 
€*, il suffit de faire un premier développement en «y , et Ton pourra ordonner 
la série comme la dernière (7) du n.° 269 ; on aura ainsi une série qui s accorde 
avec celle que trouve Lagrange au n.° 18 du même mémoire : mais, après 
avoir fait ce développement, on peut encore ordonner la série de la manière 
suivante , ensorte que les colonnes renferment chacune des quantités en y de 

même dimension , 

3 4-5 

loga: = log(e*-»/) — C-^y-r H ^^^.y^.j^ — ^^^^-y^./^ + etc. 

4 5 6 

— C-'^D.y.j^ + ^e'-^D.y^.j^ — -^Ê'--7D.y5.j^4 -f- etc. 

5 6 7 

(4) — €*-4p^-y-7^ + -e^-^p^.y^.j^ ^^-^p^.yV^ + etc. 

— Ç--5p3.y.jj/4 H Ç-7p3.y2.j5 _ Zl-.g*-9p3.y3.j^6 _j_ etc. 

— etc. -+■ etc. — etc. -h etc. , 
Ici la loi est encore très -facile à saisir. 

274. Dans la solution précédente nous avons trouvé l'expression de -^(xy^) , 
où jy est mêlé avec x : voici comment on peut s y prendre pour avoir une 
fonction de x seul. 

On écrira l'équation ( 1 ) du n.^ q 7 q de cette manière : 

X = S^^^'J H- D. €*"■'". JK-^ + D2. g*-"». j.x2 + B^.C'''".jy.x^ H~ etc. 
et, en supposant Ê^-'^.JK = ^ 5 B.C-'^.y = c , ^^. 5"""^^ =1 i) , etc. , jy étant 
invariable , on aura x ^= i -h ex -\- t)x^ -}- tx"^ -+- etc. ; donc 
y^/x = -vj^b H- i).\)^b.x + p2^^t).^2 _^ p3,^b.a:5 + etc. 
Comparant ce second membre avec ^ + Bx H- Cx^ + Dx^ + etc. du théo- 
rème , on a 

^^^ = (f) 

+ etc. H p «->.{£'-««. D.\)/b|.jK" + etc.; 
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après le développement on remettra à la place de b , c , b , etc. leurs valeurs ^ 
quon développera à leur tour en regardant j>^ comme invariable. 

Quoique le développement de cette série ne s'ordonne pas toujours suivant 
les puissances dej^, puisque j* entre sous le signe de fonction , il donne cepen- 
dant pour x^ et logx, dans les cas des n.^^ QÔg et 2 73 , les mêmes séries que Ton 
y a trouvées. 

275. On propose Téquation 

y = CxP -f- yxP-^^ H- J^P+^y -f- sxP'^'^'i ■+■ etc. , (l) 

p et g étant des exposans positifs ou négatifs , entiers ou quelconques ; et Ton 
demande une fonction quelconque de x par une série en y. 



En écrivant , pour plus de commodité , q\p slm lieu de -, et en prenant 

successivement la puissance </: pet 1: p de chaque membre, Féquation ( 1 ) devient 

jV'P = x^{e H- yx^ H- h^'i -\- ex^P + etc.)v-p^ (q) 

et yp = x(C + yx^ + Sx^^ -f- gx^î -h etc.)^'^. 

Cette dernière équation donne 

x.j-^'P = e-^^'-P H- B.e-^^'P.x^ -+- y^.^-^''P.x''9 -\- b'^.S-'-'P.x'^^ + etc., ..(3) 

et prenant la fonction \|y de chaque membre , on a par nos méthodes 

+ p3.^(g'-i:/.).^3^ _l- etc. 4-^p^\Ke*-^--/^).a:'^^ H- etc. ^*^ 

Comparant avec le théorème du n.'' q5 7 , savoir 1 équation (2 ) avec Téquation 

y= x(C -h yx H- Ja:2 + g^^ + etc.)'" 
du théorème , et le second membre de l'équation (4) avec la série 

A -\- Bx -Y- Cr2 _|^ £)^.3 _|« etc. + An.x'' + etc. , 
on voit qu'il suffît de mettre xi ^ j^'P ^ q \ p slu lieu de a; , j, m, et -^{^"^ •^), 
D. \f/( ë*- ^ * /") , au lieu de -^ , ^ = d. ^ , respectivement , et le théorème donnera 

-^{x.y^'P) = (g) 

•^l^{e-'''P) -h S-r'P.D.-^{C-''''P).jr'P 4- ^D.{C-^rp.B.'\l^(e-'''P)}.jy^^''P 

-+- ip2.|e^-3^ = p.D.^I>(g^-l••/')|.J3î:p+etc.^--p«-^{Ç-«r.F.D.^^ 

Si Ton veut avoir une fonction de x sans mélange de j , l'équation (3) donne 

X = S-^'P.y 'P -^D,e-^' p. y- p. XI + p2, ^-^'P.y ' p. x'^i + pS.e^-i^F. ji: p. x3î + etc. 
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Je îais^-^'Pjy^'^ = ^5 D.Ç-^-z'.j^^-i' = c, etc., y^'P étant invariable; cette 
équation devient par là 

a; = b + cxî + t)x^î + ex^î M- etc., 
et Ton aura de plus 

-^x = «vj^b + D.«vj/b.a;î + p2.^^.a;.2g ^ pS.^fe.a;^^ -4- etc. 
Je compare le second membre de cette équation avec la série yi -h Bx 
^ Cx^ ^ etc. , et Téquation (q) comme ci -dessus; et le théorème donne 

^\JX = (h) 

^ 1 

-4- etc. H — p«-^{Ç-«^-/^.D.\I/b}.j^«î^/' H- etc. 

Après le développement, on remettra au lieu de b , c , b , e, etc. leurs valeurs 
précédentes , qu'on développera à leur tour en regardant j^ • P comme invariable. 

Si Ion ei jx^ = €x' -h- yx"^^ 4- ^x'-^^^ H- sx' '^'^9 H- etc. , ce cas se 
ramène au précédent en divisant par x^ et en faisant s — ù = p. 

Si Ion Si X' = ji^x' -^' 7^' + ^ -H (îa:^ + 2^ ^ gar^+^y + etc.), on peut 
faire y = 1 : v^, et ce cas se ramène encore au précédent. 

276. Exemple. Étant proposée Téquation 

o = — ce -h CxP -h yxP-^1 -4- ^xP-^H H- ga:/^+3y_^ etc., 
p et q étant quelconques , positifs ou négatifs , on demande x"" par une série 
ordonnée suivant des puissances de oc* 

Il suffit de faire, dans la formule (g), -^{x.y ^'P) = {x.y'-'^''Py =x\ccr^''P; 
on aura -^^ie-^'-P) = S-'-p , D.xKC-^^/') = rx^-^^? = — ^Ç-^:p-iD. C; 

r 
donc ^-«r/'D. %!/(€'- *^P) = — 'C-H + 0^/'-iD.g^ = — /^ T^.Q-ir^nq):p • 

^^ ' p r '\- nq 

ainsi le terme général est — ; ^p«. Ç-(''H-«^)-p. ««^^p, et en multipliant tout 

par of'-F , la série sera x' =1 (i) 

H ^ — D3.e*-('"+3^) -P. «('"-+- 3^)-^ + etc. H ^^^ — D^ €*-('"+• ''^>i^.û5(''-+-''^)-/' H- etc. 

r •\' àq ^ r '\' nq^ 

Cette formule se développe facilement. 

On 
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On peut aussi, après lui avoir donné un premier développement en y, 
l'ordonner par colonnes verticales , chaque colonne contenant des quantités 
en y de même dimension , ainsi que nous avons disposé le développement en 
y de logx au n.^ 273. 

Pour appliquer la formule (i) à un cas très-particulier , prenons le second cas 
de Newton dans sa lettre citée au n.*^ q65 , savoir : Étant proposée Téquation 

y z= Çx -h yx^ 4- Sx^ -+- sx7 + etc. , 
on demande x par une série en jy. 

On fera p =: 1 ^ ^=:Q,r=i,ctf=/,et Ion aura 



X 



g'-^J + -D.g^-^.JK^ ^ ps.g'-S.^S 4^ etc. H __p«.g»-2n-l^2«4-i ^ etc., 

et en faisant le développement réduit , 
X = Ç-^^^y — Ê'-^y^jS 

+ etc. 

277. Exemple. On demande logo: , dans la supposition de lexemple 
général du numéro précédent. 

Pour avoir logx dans cette supposition, on fera -^ = log, et l'on aura 

-^{x.y^'-P) = log(^x, or ^-P) = loga: — logcc^'P ; ensuite d. \|^(e*-*-/') = 

devient = S"''^ '-P-^D.e = — D.e^-"^-/', et le coefficient de ac^r-p sera 

p nq 

B'^-^.D.e-^V'P = —pn^ç-nq:p^ j^a sério Sera donc 



//. nq c jiç c 

logx = 

log{C-''''P.oc'''P) + ^B.^-^'P.ccrp 'i--—iD^.C-''^^^p.cc^r'P^-l.B'^.e'-'^r'P.cc^r'P 
q ^q^ 3q ^ 

1 

+ etc. H p«.Ç-«rF.a«î-? -f- etc. 

nq ^ 

Si Ton avoitj^ = g*x -1- yx"^ + ^x^ + ex7 h- etc., on feroit p z=z 1 ^ 

q =z 2 ^ oc = f^ et Ton auroit 

R r r 
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loga: = 

log(ff-'jK) + -B.e^^jr^ H p^.6^""^-/-^ ^- 5?^-^""^^ -^ etc. 

H p«.e*-2/i,y2« 4« etc. 

Les formules que nous venons de trouver depuis le n.*^ q65 , sont très- 
régulières et très - aisées à développer : nous allons passer au retour des 
fonctions , dont l'usage est encore plus étendu. 



278. Étant proposée l'équation suivante, 

j = x(p{oc H-' x') , 
où (p désigne une fonction quelconque ; on demande à exprimer, en où etj>^, 
une autre fonction quelconque dex,\)>(a -Ha;), a et« étant des quantités 
indépendantes. 

J'ai d abord (p{oc -^^ oc) =z (pu -^ ^(Poc^x H-g^^a.x^ -HpS^oj.o?^ H-etc, 
que je compare avec la série g du théorème du n.° q57 } je fais t/^ = 1 , et 
l'ai a: ^ = y ; j'ai pareillement , en développant , 

^(^^ + x) = -vj^a -H jy-^CK.x + D2-^a.ar2 h- p^xjya.o^^ + etc., 
que je compare avec la série A -+- Bx -^ Cx^ -^ Dx'^ -{- etc. , et le théo- 
rème donne sur-le-champ 

^{(i^x)= (A) 

+ etc. -H -p'*-'{(^aj)-"D-v|/a|.j» 4- etc. : 

nous n'avons pas mis de points après les D , pour indiquer que d ^^ = 1 , 
et Da = 1. 

Si Ton avoit x(p(a + a:) = i,oua:= . ^ . , îl suffiroit de faire 
y =: 1 dans la formule précédente. 

279. On a l'équation 

y 

{t — a)(p^ = JKj ^" a: — ^ -+- — = o, 

et l'on demande une autre fonction quelconque de t^ savoir -^t. 
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Ce cas se ramène au précédent en faisant t =: e» -+- x; car , substituant 

cette valeur dans Téquation proposée , elle devient x(p(c6 + x) =y; et puisque 

'\l^t = '\^{cc + t ^ ce) y en ajoutant et en retranchant oc en même temps , on a 

■^ù = -^(cc + x); il suffit donc de faire a == oc dans le numéro précédent, 

et la formule devient 

\1/^ = .(B) 

H- etc. H D'»-'[(<^aj)"-''i>\I/a}./'' -h etc., 

où oc est la seule variable , sa dérivée Da étant = i. 

Si Ion avoit (oc — t)(pù + i = o, il suffiroit de faire^ = i. 

280. Étant donnée l'équation suivante 
on demande à exprimer en ce et j>^ une autre fonction quelconque •4/(a + x). 



X 

La proposée donne — r — ^ — r- = j)^ , ou bien en développant , 



X 



•^ (pcc + ^(poc.a) + B'''(pcC'X'^ + D^^(pcc.x\ + etCr ' 

je compare le dénominateur avec g du corollaire n.^ Q5g , et en faisant m =:i ^ 
fai y = x^-*; je développe pareillement \}/(a + x) , ce qui donne 

^|ya-hD^pa.ar^- D^-^ya.x^ -f- p^xj/a.a:^ -h etc., 
que je compare avec ^ -H i?a? H- C:i;^ -f- Z)a;3 + etc. du corollaire, et 
1 équation (iv) me donne sur-le-champ 

vKa + a:) = (C) 

H- etc. H g«-»{(^a;)''D\|ya|.j'* H- etc., 

a et f:^ étant des variables indépendantes , et d a étant = 1 , d c^ 1= 1 . 

Si dans le cas présent et dans celui du n.^ q 7 8 on vouloit avoir , non \|> (a + x) , 
mais -vj^o:, il suffiroit de faire a = o , dans les séries (A) et (C) après les 
dérivations effectuées, pourvu toutefois que y^fx ou \jya ne soit pas une 
fonction telle que la supposition de a = o rende -vpa et toutes ses dérivées 
D^a , Ç^4<^, etc. zéro ou infinies, comme cela arrive dans la fonction logx. 
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a8i. Exemple. Ayant x = y^icc + a:) , on demande x. En faisant 
D\)>a = 1 , et \|ya = o, on trouve 

282. Étant proposée Téquation 

ce — t -+- y(pt = o, ou =JKî 

(p /^ étant une fonction quelconque de ^ , on demande la valeur en c^ et j^ 
de \)/^, autre fonction quelconque de t. 

C'est le cas du beau théorème de Lagrange , publié pour la première fois 
dans les mémoires de Berlin pour 1768, page 276. 



J'écris ^ +• ^ — « au lieu de ù dans (pu et y^/t; l'équation proposée devient 

-—7 r— v = rï et «vL^devient \L/(a?-h^ — oc); je fais ^ —^ = a?, et j'ai 

cpi^cc + ^^oc) ^ ^ ^^ 

oc 

Comparant avec le corollaire, comme on l'a fait au n.** q8o, l'équation (iv) 
donne sur - le - champ . (T)\ 

+ etc. H D'^-i {(<pftj)'^D\};aj|.j^«-H etc., 

11/ 

tic étant la seule variable et d a: = 1 • 

Si lequation proposée étoit oc ^-f-<p^==05il suffiroit de faire y =z i ^ 

dans cette formule (D), laquelle s'accorde avec celle de Lagrange. 

Plusieurs Géomètres se sont occupés à donner des démonstrations du 
théorème de Lagrange. On vient devoir la série (D) découler naturellement 
du théorème du n.^ ^57, et comme nous avons donné de ce théorème une 
démonstration rigoureuse et fort simple, celui de Lagrange se trouve démontré 
d'une manière qui réunit la rigueur à la plus grande simplicité. 

283. Étant proposée l'équation 

œ =z F{oc -h- y(px), (1) 

F et cp indiquant des fonctions quelconques , on demande une autre fonction 
de X quelconque, \|>a?, exprimée en ce et y. 

^ ' Je 
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Je fais t =1 oc +y(poc\ j'aurai a? = Fr et (po; = (p¥ù ; de là on tire 

^ = Vf? ' et ^^a^ = xjyF^; (q) 

comparant avec le numéro précédent, on voit qu'il sufïit d'y changer \|/ en 
\);F et (p en (pF , et l'on aura , -doc étant = i , 

-^x = ' (E) 

iI/Fof H- ((pF«).D(%JyF«).^ H-iD{((pFa:)2.D(%}/F«)j.72 ^ 

|p2|((pFflc)5.D(\|/Fa)}.j5 -f- etc. -+- ^p«-^{((pFa?)M>(xj;Faj)|.^'»-f-etc. , 

formule qui s'accorde avec ce que trouve Laplace , mémoires de Paris , année 
1777 , page ii5. 

284. Tout demeurant comme ci -dessus, on peut encore donner une autre 
forme à la série qui exprime y\jx en ce. 

En effet, x =zF{oc -]-jy(px) devient, en prenant la fonction (p de part et 
d'autre et multipliant par j^, j^cpo: = jy(pF{oc -^y(px) ; faisant j)^(p a? = w , 
on a TV = JK$F(^ + ^)î comparant avec le n.^ 281, on trouve, pour w^ 
TV = j(px = (pFccjr -I D(Ç>Ffltf)2.j2 ^ -^^^{(p'Pocy-j^ + etc. 

H — p«-*((pFa)«.jK» + etc. ; 

substituant cette série dans x = F (ce + ^(p^)j et prenant de part et d'autre 
la fonction -v)/ , on a donc aussi 

sijx zn (E*) 

vl/F|a5 + (pFccjr-+- -.d(^F«)2.j2 ^ iç2((pF^)3.jj^3-^etc.-t--ç«--^((pFaj)«.^'»--f-etc. {. 

Cette expression , comparée avec celle du numéro précédent , présente un 
théorème sur les dérivations dont nous nous occuperons par la suite. 

285. Exemple. Étant proposée 1 équation 

^ = ^{cc -h CxP -+- yx^ -i- Sx' -b- etc. )S ( 1 ) 

i^ étant une constante, et c^, £*, y, J, etc. ^ py Çi ^y etc. , Sj des quantités 
quelconques ; on demande x. 

En faisant £oc = £ oc'P* vP H- y. oc'^. v^ + (J. a*'"* ^^ + etc. , on aura , par les 
n.°^ Q84 et q83 , en regardant ce seul comme variable , la dérivée Bx étant = 1 , 

S s s 
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a; = ... 


•(2) 


- fa H- -D(f«)2 H- ip2(fa!)3 + etc. -f- ^p'-'Cf*)" -+- etc.]' 


«5* H- £».-Dcc' -h ^B{(£oiy.Dx'] ■+- |p2{(f«)3.r)«^} 




+ etc. H p''-»f(fa;)''.D.«'| -f- etc. 


• 



En effet, comparant l'équation proposée avec oc =z F(a-f-(P'X), en faisant 
y=i dans les n.^^ q83 et 284, on aura Foc = vcc% donc (pFoc = (p(voc'); 
ensuite (px = €xP -^ yx^ -\- Sx' -h etc. , donc (p¥ a = Ç^Poc'p -I- yv^oc'^ 
4- Sv^cc^^ -4- etc. , série que nous avons représentée par £cc , donc (pF ce = fÉ:^. 
De plus, on a \)^x = :*:, ce qui donne y^/Fcc = Fo^ = ra\ Substituant 
dans les formules des numéros cités, on trouve la formule ci -dessus. 

On résoudra facilement d'une manière semblable les exemples des n.°^ qo 
et Qi du mémoire de Lagrange, cité précédemment n.° 26g : nous ne nous 
y arrêterons pas, l'équation ( i ) ci- dessus étant plus générale que celles dont 
part Lagrange. 

La formule (2) coïncide avec celle que Giannella a donnée dans les 
mémoires de Turin , années 1784 et lySS , page 462. 



286. Soient (pt et y^/l deux fonctions quelconques de ty trouver la relation 
entre \|/^ et (pt ^ c est-à-dire exprimer y^/ù par une série dans laquelle entre la 
fonction (pt. 

Ajoutant à ^^ et en retranchant en même temps la quantité arbitraire ^^ , on a 
y^t = -^{cc -^ t — ce) -, ex. (pt =^ (p(oc -h- t — et) y 
et faisant t — oc = ar , la première de ces équations devient 

-^tzn -^(oc.-i- x) = ypcc-h Dypa.x -f- p2v(/^. x'^ -h B^ yp cc' x^ -^ etc. , 
série que je compare avec la série ^ -f- Bx -h- Cx^ -h Dx'^ -+- etc. du théorème 
n.o q5 7. La seconde des deux équations précédentes donne 

cpt = (p{cc'^ x) = (poc -¥- B(px'X -H -g^CpoC'X^ H- y^(p(x.x'^ + etc., 
partant, ^^ — (pac =z bÇoc x H- B^(poc.x^- + '^^(poc.x'^ -i- etc., 
que je compare avec la série x{C ^ yx -f- Sx"^ + etc. ) = o:^ du n.^ 257 , 
en faisant m = 1 ; j'aurai xg =: (pu — (pcc , € = u(poc , y = ^'^(pcc^ S = iy'^(p(x^ 
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etc. Substituant dans la formule (iv) du numéro cité , on trouve 

^t = ^ .....(F) 

-^oc H- {DCpccy'.iy-^ccicpt — (pu) + -D{(D(pa5)-2.D%Jya{.((p^ — (pocy 

Dans cette formule la quantité oc est arbitraire , et dans les dérivations on aura 
soin de regarder -^cc et Dcp^s comme des premiers termes, ce qui fait que 
DD\j^itf sera = Qp^\)yflf , d^d-vJ^ûc = Sç^-vj/ciff, etc., tandis quil faut prendre 
g^cp», P^?>«> ^^(pccy etc. pourDDcpc^, p^Dcp^, p^Dcpftj, etc. respectivement. 

287, Cette solution peut être employée à différons usages ; nous allons en 
indiquer sommairement quelques-uns. 

Mettons, dans la formule (F) , ^ au lieu de « et ^ + A^ au lieu de ^, A 
étant la caractéristique des différences (finies), (pt — (poc devient (p{ù + aO 
— <P^ = A<P^', et la formule prend cette formé 

^(^ -H-.AO = .....(G) 

yljù + (D^i^)~i.D\p^. A<P^ H- -D[(DÇ)/5:)-2.D-v)>^|.(A(p^y 

4- j^^[(p(pty^.i>yl^t].(A(pty-{- etc. -+- -J^p'^-^|(d^O-«.d\|>^|.(A^^)«+ etc. 

Dans cette formule t varie par rapport an de nt ==: i j et par rapport à A de 
A^, la différence A^ étant tout ce qu'on voudra ; dans les dérivations d^^ et 
y^/ù doivent être considérés comme des premiers termes. 

Cette formule renferme le théorème connu de Taylor comme un cas 
particulier , quon obtient en faisant (pu = t : elle donne la solution du 
problème que Lagrange a traité au n.^ qoo de la théorie des /onctions 
analytiques , et elle a l'avantage de présenter une loi de progression bien 
évidente. Nos méthodes la développent avec facilité. 

288. Si dans la formule (F) on fait (poc = o^ ce qui suppose que ce soit 
une des racines de <p^ = o , la formule devient 

^t = .....(H) 

•v|/Q5 4- (D<p«)-».D-4/«.<p^ H d{(d(P«)-*. D\j/a].(<P^)'' • 

+ jP=f(D(p«)-3.Dx|/a|.(<pA)5+ etc. H--^ç»-«{(D^«)-".D\I;«|.(<pO«4-etc.; 
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et l'on aura autant de ces séries que Féquation (p « = o a de racines. Cette 
formule sert à convertir y\/t en une série ordonnée suivant les puissances de 
Ç^; elle offre un cas particulier du premier des uages indiqués au n.° 2 63. 

289. Si Ion a Téquation (p^ == o, la formule (F) devient, en y mettant o 
au lieu de Çt, ^^ ^ ^jj 

— ■?-p2|(D(pft5)-3.DvJ>d«|.(<pa)5 + etc. =t -ç«-i[(D<paj)-«. D\|/a5|.((Pa)'*H::etc. 

tout demeurant au reste comme au n.® q86. Cette série est remarquable en 
ce qu'il n'y entre d'autre quantité que «, qui est arbitraire. 

«go. Exemple. Si dans cette dernière formule (I) on suppose \|/^ = r, 
elle devient 

^ .... (K) 

— yp2|(i)(p^)-3.nA5'^|.((Pa)3 + etc. 5 

formule qui contient la solution de ce problème : « Etant donnée une équation 
quelconque (pt = o ^ (pt étant une fonction de t algébrique ou transcendante; 
trouver une série qui donne non -seulement la valeur d*une des racines t^ 
mais encore celle d'une puissance t^ de cette racine. » Ce problème fait le 
sujet d'un mémoire d'Eu le r , inséré dans le tome VI des noça Acta de 
Pétersbourg , sous le titre : Methodus generalis investigandi radiées omnium 
œquationum, per approxim^ationem^ , et la formule que l'auteur trouve s'accorde 
au fond avec la précédente. Il observe qu'afin que la série devienne assez 
convergente pour servir à trouver la racine par approximation , il faut prendre 
pour l'arbitraire où une valeur qui approche fort près de cette racine, et que 
dans ce cas la méthode ordinaire conduit au même but plus commodément. 
Aussi bien allons -nous faire voir que la méthode ordinaire peut être réduite 
à une formule qui coïncide avec la précédente (K), en faisant r = 1 dans 
celle-ci. 

291. La méthode ordinaire est celle que Newton a donnée dans son traité des 
fluxions ; Taylor y appliqua le premier le théorème qui porte son nom , et 

rétendit 
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Té tendit par là aux équations transcendantes {Transactions philosophiques , 
tome XXX, pour 1717). Euler, dans le chap.IX de la 2.^« partie de son Calcul 
différentiel, et Courtivron , dans les mémoires de l'Académie des sciences 
de Paris pour 1744, la réduisirent en formule. 

En partant de la considération de Newton , soit (pt = o une équation 
donnée , et oc une valeur approchée d une des racines , et soit p ce qu'il faut 
ajouter à la valeur de oc pour avoir cette racine ; on aura t = ce -h p : 
substituant ^ H- /^ au lieu de t dans <p ^ = o , on trouve 

^ (poc =^ T>(poù*p + ^^(poC'P^ H- B^(J)oC'P^ + etc. 
Comparant avec le n.° q 7 8 , on aura une série pour /? , laquelle ajoutée à oc donne 

t =z oc — {DCpe^y.cpcc + ~D(D(pQ5)-2.(<p^)2 _ _.p2(D(p^)--5. (^(p^)3_|^etc. , 

formule qui coïncide avec la formule (K) ci -dessus , si Von y fait r =: 1. 

292. En considérant d autres équations , on pourroit encore déduire 
différentes formules de notre théorème général ; mais celles qui précèdent 
suffisent pour faire connoître la manière de l'appliquer aux différens cas du 
retour des séries et des fonctions. 

Nous n avons pas cherché à exprimer les coëffîciens des séries précédentes 
en termes récurrens , c'est-à-dire en formules qui contiennent les coëfGciens 
précédens , la chose n'ayant aucune difficulté au moyen de nos méthodes. Si 
cependant on vouloit de ces sortes d'expressions , il suffit d'avertir que , tout 
demeurant comme dans le problème du n.° q55 et comme dans le théorème 
du n.<^ Q5 7 , les formules (3) du n.^ 255 donnent sur-le-champ 

a = A y 



d = 



etc. 



T t t 



ç- ' 




C — bD.C 




Ç^m 




D — bp^.Ç"" — CD. 6'2'" 




çSm 




E — bp^.C" — cp^.S""" — 


dp.e"^^ 
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(III.) 

Étendons présentement le théorème du n.® q57 aux séries doubles. 

Problème. 
^95. Étant donnée la série double 

A -\- Bx + Cx^ -h Dx^ -f- etc. 

-h B^y + C^^y -h D^ x'^y H- etc. 

+ C'y2 ^ D^^xy^ -+- etc. (i) 

+ jD^^^j3 + etc. 
+ etc. , 
et Téquation suivante en x et y ^ 
h H- ex -H ^':^^ -+- ex^ + etc. V 
+ cy H- ^^^j -H e^a;2j + etc. / ^^^^ 

^ { + ^'y ' + ^"^JK" + etc. J> = ;j^j ( ^' ^ y y -H J^'y -H a' ^3 ^^ etc.)^ ; 

-f-e'^ys +etc. 

+ etc. 

tous les coëfïiciens, ainsi que tt, étant des quantités quelconques, dépendantes 
ou indépendantes les unes des autres ; on propose d'éliminer x de la série (i) 
et de transformer celle-ci en une série ordonnée suivant les puissances dej^, 
de cette forme : ^ _^ ^^ _j_ ,^. ^ ^^3 ^ ,y^ + etc. , (m) 

a , 6 , c , b , e , étant des fonctions des coëfficiens de (i ) et ( ii ), dans lesquelles 
il n'entre ni ^ ni j^. 

294. Pour résoudre ce problème , représentons par une seule lettre chaque 
série en y affectée d'une puissance différente de x , ainsi qu'il suit : 
'^ = ^ + ^y + Cy-f-etc-, 'B = B + cy -H jDy H- etc. , 
'C =C+ ZJy-H^V-Hetc. , ^D — D + Ey^ F^^- + etc. , etc. , 
^b =zb -^-dy H- d^^y'^ -h etc. , ^c -zizzc -{- d^y + é^y''- -h etc. , 
^d =Ld -^éy +f'y'^ H-etc. , 'd = e -H /y + g" V H- <^tc. , etc., 

^f' == f^ + yy H- eJ'y h- g^^5 ^^ etc. ; 
au moyen de ces notations le problème est ramené à celui du n.'' q55 , car la 
série (i) proposée ci-dessus devient 

^A -^ ^Bx + ^Cx'^ -+- ^Dx^ -4- etc. , 
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et l'équation (ii ) prend cette forme 

x^l? + 'ex H- 'dœ^ H- 'ex^ -^ etc. y = nj-'C'' y 
où TT est invariable. Comparant donc avec le théorème du n.° q57 , et mettant 
r au lieu de tu et X^^^ity au lieu de xs'" ou j^, le théorème donnera 

^A -f- 'Bx Tt- 'Cx^- + '£)a:3 + etc. = (v) 

i-p2.{'è-3r.D/^)/g>'35.^3^3^_ etc. H p^-i.('Z^--'«^D.'^)/e^''«^7r''^j^ +etc. 

Il n'y a plus de x dans cette dernière série ; ainsi il suffit de la développer 
suivant les puissances de y^ pour avoir la série (m). 

Imaginons qu'on ait remis au lieu de 'A^ 'l?y ^6*' leurs valeurs (iv), il est 
visible qu'en développant suivant les puissances de j' , on aura, pour le coef- 
ficient dejj^'^ dans le terme général — '^''"^ p'"-^('è-'"^D.'^)•zr'"JK'"7 lexpression 
suivante 

où le signe d affecte >^ et ^ et leurs dérivées mais non Ç' et ses dérivées , 
tandis que D^ affecte tant A et b que f ' et leurs dérivées. D'après cela, il est 

clair que dans 'A le coefficient de jy^ sera D'«. A , 

dans 'b-f^n.'AJQ'KTrj le coefficient dejv'' sera p'«-^{6'^^^-^D.>^|.7r , 

dans ^jy.(b'^'.T>/A)Je'^'.7ry il sera ~p'«-^ {^'^^^ D.(^-2r. d.^)|. ^2 ^ 

dans lp2.(^^~3M).^^)/Çf3..^3^3^ ip'«-3. |e>^3/. p2.(^-3r.D, ^^|.^3, 

etc. , 

dans — p«-^('^~ «^D.i^ ).'£*' ''^tt"/'' -ig*^«^p«-^(^-'''•. D.-^).7r^ 

En rassemblant les expressions écrites dans la dernière colonne verticale, 
on a le coefficient a« du terme général anj"^ de la série (m). De là résulte le 
théorème suivant. 

Je n'ai pas besoin d avertir que l'équation (11) fait voir que dans les dérivations 
I)', où la lettre change et l'accent, cJ ^ d" ^ e''\ /^^, etc. sont des dernières 
quantités. 
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Théorème. 

^295. Etant proposées la série (i) et l'équation (11) du problème précédent 
n.® 293 ; pour convertir la série (i) en une série ordonnée suivant les puis- 
sances dey et dans laquelle ± ne se trouve plus , on aura la formule suivante 
A -t- Bx + Cx^ + Dx^ H- etc. 

_}_ ^y ^- C'xy + D'xy -h etc. 

+ C'y2 4> ZJ'^crjK^ + etc. V = 
+ Z)^'y3 + etc. 
H- etc. 



> (VI) 



2 \ r y 






+ etc. , 



(VII) 



le terme général de ce second membre étant 

^ y b y Ç^ doivent être considérés dans les dérivations comme des premiers 

termes. 

Corollaires. 

296. I. Puisque les exposans r et ^ sont quelconques, on pourra changer 
r en — r , ou changer ^ en — ^ , ou changer à la fois r et ^ en — r et — s\ 
on aura ainsi quatre formules différentes , y compris celle du théorème , 
lesquelles répondent chacune à des cas différens de retour de séries. 

297. IL Tout demeurant comme aux n.°^ qqS et 295, si la série à transformer 
est simple , sans y , c'est - à - dire si Ton a 

A + Bx + C^2 4- 73^3 4- etc. , 

alors A n'a aucune dérivée i>' , les termes jJ.A^ P'^--^? P'^-^> ^^^' P'''-^ 
disparoissent des formules (vi) et (vu) du théorème , et dans les autres termes de 

ces 
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ces formules d' n affecte plus A , de sorte que A y est constant par rapport 
à d' et variable seulement par rapport à d. 

298. III. Si la série à transformer est double comme au n.^QgS, mais 
si Téquation ( 11 ) du même numéro se réduit à la suivante 

x{h-\-cX'^ dx^ H- ex'^ + etc.y = 7rj(e*' H-y'y + S^^'^ •+- g 'jK^H-etc.)* j ... (viii) 
alors on aura la même série que dans le théorème , avec la limitation que d' 
n affecte point b , qui n est plus variable que par rapport à d. 

299. IV. Enfin, si la série à transformer est simple, savoir 

A + Bx + Cx^ + Dx'^ + etc. , 
et quon ait en même temps Téquation 

x{b -^ ex -+- dx^ + ex^ + etc. y = 7fy{Q^ -H y^ + è^^'^ -+- etc.)% . 
où les X et les j sont séparés, alors d' dans la formule (vi) du théorème ne 
peut affecter que 6*', et les autres quantités sortiront de dessous de ce 5igne. 
Ainsi la formule deviendra 

A -\^ Bx -^ Cx^ H- Dx^ ^ etc. = - (ix) 

J^b-'v.A.e^'.Try H- b-'jy.A.J^[Q^'.7f y^ -4- Z^-'"d.^. p'^.Ç^^r j5 

et le terme général de cette série sera 

^i.Ç2.(^,-3r.i).^).p'n-3.£>^3..^3 + etC.... + — ^ 

oh A ^ b et C^ sont des premiers termes. 

Puisque les coëfficiens de y sont séparés de ceux de x dans l'équation 
précédente , on peut omettre les traits dans le second membre et écrire 
simplement C -h yy -h Sy^ H~ etc. ^ et partant supprimer aussi le trait qui 
affecte d^ dans les formules que nous venons de trouver. 

Quant aux développemens ultérieurs des formules que nous venons de 

donner depuis le n.*> 2g5 y ils nont aucune difficulté après ce qu'on a vu 

dans l'article III. 

U u u 



+ etc. , 



a€2 
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(IV.) 
Appliquons maintenant le théorème précédent n.® 296 et ses corollaires au 
retour des séries doubles et des fonctions à deux quantités. On peut tirer de 
ce théorème un grand nombre de conséquences , mais nous nous bornerons 
à quelques- unes, qui suffiront pour en faire voir la fécondité et la manière 
de l'appliquer. ,.-_--_;;___ 

3oo. Étant donnée l'équation générale d un degré quelconque , 



o = hx 



cx^ 



ex 



'J 



c'y- 



dx^ -^ ex^ -f- etc. 
cVx'^y -+- e^x^y + etc. 
^"^jj^2 ^ e^^xy^ -f- etc. 
d^^y^ + <5'^^7j5 ^ etc. 



(O 



5^ ^4 



etc. 
etc. 



on demande la valeur de la racine x , exprimée enj^, c est-à-dire les valeurs 
des coëfficiens de Féquation 

a; = bj^ + cy2 _j_ x^y'h -I- ey4 ^- etc. (2) 

C'est le cas de Leibniz, qu'on trouve dans le tome III de ses œuvres, page 366. 



Je mets l'équation proposée sous cette forme 



b 



ex 
c'y 



X . 



dx^ 
d'xy 



ex^ 



m 



- etc. 
e'x'^y + etc. , 
é'xy^^ + etc.\ = ---jK(^'-i-^V+^''y +^''>^+^^c-); 



e"y3 ^ etc. 
+ etc. 



comparant avec le théorème, n.'^^ sgS et Q95, on aura, puisque x remplace 
ici toute la série (i), A = Oy B =: d.J =^ 1 , et toutes les autres dérivées 
de y^ = o ; ensuite , en comparant la dernière équation ( 3 ) avec l'équation 
(11) du n.^ Q93 , on aura r = 1 , ^r = — 1 , s=: 1 , C^ H- 7'^ H- S'^'' -h etc. = 
^' -4- cV -H ^"^f^ H- etc. Ainsi la formule (vi) du théorème donnera celle- ci 



xz 



z^h\h-\y — D^(Z^^^~0 






(a). 






4C 



r 



etc. , 
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formule dont la loi est manifeste , et dans laquelle le terme général est 

_p'«->.(^'.^-') + ^'«-=.(^'2. 1d.*-2) — ç'«-3.(^'3. lç2.^-3)+ etc. 



:p'2.(3'«-2. — i_g'"-3.è-''+a)q3D'.(^''«-i. — — p»-2.^-'»+i)=!r^'''. -d'-^^-» 



yf- 



3oi. Voici les premiers termes du développement réduit de cette série; on 
peut le continuer aussi loin qu'on voudra par ce qui a été dit aux n.°^ 1 7 8 et 1 5o. 

X = 



— Vb-K V -f- b'.b-^'c — c".b-' 



— V\b-^c 



T 



j2 _,_ b\b-^d^' — b-^c'^) -h c".b-^c' — d"'.b-' 
— ^'2(^-3. d' — 3b-4c'.c) — ib'c". b-^c 
-{- b'^{b-Ad —ib-^c^) 

4- b\b-^é" - b-^^c'd' -h ^-4c'5) + d\b-^d" - b-^c'^)-{- d'".h-^c' - e'^.b-^ 
- b'^[b-\e" - 3b-Ac'^d' - {3b-Ad" - 6b-5c'^).c] - ib'c'Xb-^.d'i- 3b-4c'.c) 

— {ib'd<" -H c"^)b-^c 

-\-b%b-A.e'-ib-ic\d\ - ib-\7cd'-i-^b-^c'.c^-)-i- 3b'^c"(lr-4d —ib-^c^) 

^ Q 'i.3 ' 

-i-b'[b-^f'^ — ^-3(26V" -4- J"2) H- b-43c'^-d" — ^-5c'4] -4- yh 

c'Ub^^e'" — b-^2c'd"-\- ^-4c'3)-f- d"i{b-^d" — ^-3c'2) + e'^.è-*c'— Z^.^- 

- ^''t^-3./"'-3^'-4c'.e"-(3^-4^"- 6^-5c'2).^'— (3Z'-4e"'- 6^-52cV;"+io^-6c'3)c] 

- C2 è'c"[^-3 e" - 3 b-'^d.d' - (3 ^-4r/" - ^b-^c'^).c] - (ab'd'" -h c"^-){b-\d' - 3 h-^c'.c) 

- (2è'e'^- •2c"d'").b-^c 

-f- è'3[è-4./" - 4è-5c'.e' _ (4^-5^" _ iob-^c'^).d | - i*-5(2ce" -H ^'2) 



4.5 



4. 5. 6 



f.lL_^-6c'.2c^'-ll-L-i-7c'2.c2] + 3iV'(M.e' - 4*-V.</| -^b-^.-icd' 



4.5 



_1_ r_i-6c'.c2) + (3b'2d"' -+- 3b'c"^Xb-4d - ^b-^c^) 



iA-5 



5. 6 
■373 



b-7.3c^d' — 



5.6.7 



- *'4[è-5./' _ 5*-6c'.e I _ lè-6(QC.e' -t- ad'.d) + — i-7c'.2C^| 



5.6 



-V-*-V.c3l - 4^'3c"(*-5e - -b-^2cd -f- —b-ld^) 

. i j^\ 2 2. 3'' 

^ ' ^. 3 9. 3. 4 -^ 
H- { etc. \,y^ ^ etc. 
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3o2. La régie que Leibniz a donnée est pour résoudre le problème en termes 
récurrens ; notre solution a lavantage de donner les termes de la série indé- 
pendamment les uns des autres , avec l'expression du terme général : comme 
cependant la solution en termes récurrens offre une loi simple au moyen de 
nos notations , et que Leibniz a supprimé l'analyse qu'il a suivie , nous allons 
aussi donner une solution en termes récurrens. 

Puisque l'équation (q) n.° 3oo devient, en élevant à la puissance p^ 
ocP =: hPjP -j- B.iP.jP-^^ -4- ç^.iP.yP'+-'^ + ^^.hP.jyP-^^ -f- etc. ; 
donnant à p successivement les valeurs 1 , Q , 3 , etc. , et substituant dans 
l'équation ( 1 ) , celle - ci devient 

G = bh.j H- ^c.jK^ ^ bb.y^ -4- bc.j^ H- etc. 

-h cb2.j2 _|_ cD.h^.j'^ + cp2.b2,j^4 + etc. 

-f- dh^.j^ -H ^D.b3.j4 + etc. 

*' H- ej|4.j^4 + etc. 

-4- etc. 
4- Z^'.j 4- c'è.j2 4- c^D.b. j5 4- c'p2. 6.j4 4- etc. 

4- ^'b2.j^5 _{_ ^'D.b2.j4 4- etc. 



.^2 









-f- 


e' t>3.j^4 


-+- etc. 
-H etc. 


+ 


^"b 


.j3 


+ d 


"D.b.74 
e"b2.yt 


+ etc. 

+ etc. 
H- etc. 


H- 


d<". 


,^3 


-+- 


e"'b.jK4 


H- etc. 
H- etc. 








-h e'^.jK^ 


H- etc. 
H- etc. 



De là on tire , en égalant à zéro séparément les sommes des coëfficiens des 
diverses puissances de jy , 

c" + c'b -t- cb2 
«= 7: > (ï») 






l'ii _p ^"^ _|_ d'i^ -h dh'i -h c'D.i -+- cD.b« 



f ^ , 

etc. : la 
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a6c 



la loi se saisit facilement ; elle est élégante et simple. Ces formules donnent 
les mêmes résultats que la règle de Leibniz. 

3o3. Leibniz traita le problème précédent à l'occasion d'un cl§, beaucoup 
moins général , dont Moivre avoit publié une solution dans les Transactions 
philosophiques , tome XX, pour 1698. Voici ce cas. 

Ltant proposée l'équation 

x{b-+-cx + dx^ -t- ex^ + etc.) =jk(C' + y'y 4- ^"[y^ + g"^3 + etc.), 
on 'demande la valeur de x en y. 



Il suffit de faire , dans le numéro 299 , r = 1 , s = i , 7r = i, A = o , 
B = Ti.A =^ 1 , et O, D, E, etc. = 0; et la formule (ix) donne 



X 



= h-^V.v H- 






r 



(0 






r 



3 _l_ b-^D'^C 



r 



■+• etc. 



H- ^D.^-^p'^.g'2 

Rien n'est si aisé que de faire les développemens réduits , car ici d n'affecte 
que b et d' que Ç' ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La solution de Moivre 
est en termes récurrens ; et il est aisé de voir qu'en supposant x ^=^^y ■^- cy* 
_(_ t,y3 _|_ (yk _[_ etc. , on aura , en comparant avec le numéro précédent , 

b ' 



b = 



_ y 



cb2 



b = 



b 

r — dh'i — cD.b' 
b 



(&) 



g'f- _ e64 _ ^D.b3 — CD^b^ 
e = ^_, 

etc. Ces formules développées coïncident avec celles de Moivre. 



3o4. Dans le cas de Leibniz, c'est à- dire ayant l'équation (j) du n.^ 3o(>, 
on demande l'expression en j^ d'une fonction quelconque de a? et de j, repré- 
sentée par \|>(a:,j)/), en supposant que cette fonction puisse se développer 
suivant les dimensions de x et de j. 



X X 
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Je mets Téquation proposée sous la forme (3) du n.^ 3oo, et je la compare 
avec (il) du n.^ ^g3 , où il faut faire r = i , s = i , et tt = — i ; je 
développe \^(aH-a:,a'4-jK)? ce qui donne 

^|/(a:,J) == 4i{aya^) -4- D'v|;(a, a').a: -+- p2^|^(a, a^). x^ + etc. 

-h- D^\Ka, a^).^ -+- D'D-4/(a,a^).:ry + etc. 
-h p'^\K<ïj<t0.jK^ + etc. 
-4- etc. , 
pourvu qu'après les dérivations effectuées , dans lesquelles T>a= i et D^a =^ i , 
on fasse a = o , et a' = o. Je compare ce second membre avec l'équation ( i ) 
du n.^ Qg3 , et le théorème du n.^ 295 donne 






y 






y. 



en faisant a = o et a' = o après les dérivations. 



. .c..(e) 

y' 

-H etc., 



3o5. L'équation o = bx 






C\XJ 

0^2 



dx^ -h etc. 
cVxy + etc. 

d^^xy'^ + etc. (1) 

— J'^ys ^ etc. 
— etc., 
qui ne diffère de (1) du n.° 3 00 que dans les signes de b^ ^ d\ J'", e'^, etc., 
étant proposée; on demande l'expression en y de \jyx, ou plutôt de \{>(-), en 

supposant même que cette fonction ne puisse pas être développée suivant les 

puissances de x. . 

Je mets l'équation ( 1 ) sous cette forme : 

b 



.xy-i = {V H- c^y H- ^'V^ H- etc.). 



ex -4- dx'^ H- 


etc. 


cy H- ^^xj -4- 


etc. 


+ dy^ + 


etc. 


H- 


etc. 



.('0 



...(3) 
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et en prenant de part et d autre la fonction \p, fai, ^'ne variant que selon d', 

^(/,^/,-i) 4- T>.'^{b'b-').œ -f- B^.y\j{l?^b-').x^ -H etc. 

H- iJ.'>]j{b^b'^).y •+- jy\jy.'^{yb'-^).xy + etc, 

H- p^2,,j^(^^/,-i).j2 _)_ etc. 

■4- etc. 
Je compare ce second membre avec la série (i) du n.° 293, et avec Féquation 
(11) du même numéro Téquation (3) du n.° 3oo , en y changeant les signes 
de b\ d\ d^^\ etc., ce qui donne 7^ = 1 ; et Ion a, par le théorème du n.^ 295, 

(f) 



-+- b'b-^o.yl^{b'b-') 



-^jy\[yb'\Ty.^\j{Vb-')] 



J^ 



p'3.^(^'^-i) ^5 



+ ^\{yb~^iy.-^{b^b-^)\ 

En développant on observera que, dans \K^'^""Oî ^' ®^ ^ ^^^^ indépendans 
l'un de l'autre , et que b^ n'a point de dérivée par rapport à d sans accent. 

3o6. Exemples, i.^ Supposons que dans le cas présent on veuille avoir la 
valeur en j^ de x^ , puissance quelconque de x. 

Je ferai '^{xy-'^) = x^y^^^ -^{b^b-^) = b'^.b-^^^ ce qui donne Z»'"''d.\J>(^^^"^) 

h 
= — V^.kb-^'-^'^^Ti.b = y^. -: — : — D. ^-^-'», à cause que b^ n'a point de 

k + n ^ ^ 

dérivée suivant d; donc la formule (f ) devient , en multipliant tout parj^^, 

(s) 



• etc. 



x" 



k + i 



T 



D'.(è'* + ' 









/ 



k + 2 



^\{b' 



^4-2. 






A+ 2 



k + 1 
A + 2 ^ 



yk^Z 



k+ 3 



)3.^-^-3 



+ etc. 
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2.° Dans la même hypothèse on demande logx. 

On fera -^(xy^) = ^og{xj'-'^) = logo: — logj, -^(b'b-^) = log(6'è--i); 

donc D.log(è^è-i) = è-*D. è , — g«-ï.(é-'»D.log(è'è-"^)) devient —D'^.b-''^ 

log.r = 
j)/-}-çMog(ô'*->) 

-f-D'.(*'D.*-') 



et la série sera 



(t)) 



j2 + p'3.1og(è'è-0 
H-p'2.(è'D.*-') 

4-iD'.(ô'2p2.*-2) 



^3 



4- etc. 



507. Dans le cas de Moivre , les formules précédentes pour ce* et log.r 
deviennent 



a;* == 



h-K'Ky^ 



-+- b-'^D'.C"' 



k + 



D.è-*-^ £"'*+! 



y 



fk^l 



+ *-^D^^.^^^ 



(i) 



4- D. è-i. ^' 



+ 7— D. è-^~ 1. D^ S^^-^ 1 

A + 1 

À 

log^ = 



/ 



•^4-2 



+ etc. 






-H fp2,è-2.D^^/2 



(0 



^0 



+ etc. 



5o8. Étant proposée l'équation suivante 

ÇxP H- yxP+9 + Ja:P+^^ H- go^/^+S^ ~(- etc. = C'j^ + ^^4-/+ ^'^^^4-2^^^ g^ yk^Zl +etc. , 
on demande à exprimer en j^ une fonction de x. 

Je représente par x) tout le second membre de Téquation proposée , ce qui 
ramène ce cas à celui du n.° 2/3 ; puis, ayant mis à la place de 10 sa valeur 
dans la formule (g) ou dans la formule (h), on développera chaque terme 
en une série en y. Prenons des exemples pour éclaircir le procédé. 

1.° Supposons qu'on demande x^ 

La formule (i) n.° C576 donne, en y faisant « =; ç , mettant au lieu de 9 sa 

valeur 
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valeur et développant chaque terme en une série en y , 

^^ = (i) 

r r hr r r ht r ^ ^^\i j 

C'P.eP.y ^ç'^^P.jy^^'P.yT;^ +f ''P'"-^^^.JK^ ^ +etC. 



r 



-D.Ç ^ .^^ i' -^ ^ H — rr^-^ ^ -^'-^^ ^ • J ^ 



■etc. 



r-\-2q r'\-lq k{r -^ iq) 

.p2.ç ^'P^.Q^^y.y "P +etc. 



etc. 



La loi n'est pas difficile à saisir. Cet exemple fait le sujet d'un mémoire du 
Professeur Hindenburg , qui a pour titre : Problema solutum maxime uni- 
versale ad serierum reversionem form^ulis localihus eu com^hinatorio-analyticis 
absolvendam paralipom^enon , Leipzig 17^3. 

2."^ Supposons maintenant qu'on demande logx. 

La formelle générale pour logoj du n.^ q 7 7 donne , en faisant «= K) , observant 
que lo^^Q-^'P.K^^'P) = log(Ç-^'0 + log(v)^'^)5 puis mettant partout au lieu 
de t) sa valeur et développant suivant y , 

log X =z (m) 

_1 1 ^ L i. - 

Iog(C ^C'^y) +DMoge'^.y -^ pMogC^^.jK'^ + p'S.log^^.y^ + etc. 

^1 i di , -^ 1 ^./ 1 -'^- ^ ~ + a^ 

H^iD.f ^.g^'/'.jK^ -l--D.^ /'.d'.^'^./^ "^^""-^ ^.p^C^^.j^^ +etc. 

^ è?^-^ ^^'^JK^ 4^etc. 
^ -h etc. 



309. Dans l'équation (1) du n.^ 3 00 le terme sans y et^ manque ; soit 
donc à présent l'équation complette d un ordre quelconque 

a -+- bx 



+ by 




o; (1) 



Yy y 
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on propose de transformer, en une série -sans x , la série double 

^ -f- Bx -H 6^0:2 + etc. 

H- By H- Oxy -H etc. 

H- ^y^ -f- etc. 

^- etc. 



(5) 



Je mets l'équation proposée sous cette forme 

b -+- ex -i- dx^ H- etc. "] ( 3 ) 

-f- cW 4- ^'^y -4- etc. ( , ,, ,, ,M, ^ 

X J ^ ^ } =z — (a^Vy -^ dW^ -t- d^^W^ -f- etc. ). 

+ ^'^^2 ^ etc. i ^ ^ ^ ^ ^ 

H- etc. J 

Comparant avec le théorème du n.^ Q95 , tout de même que n.° 3oo , jai 
r = 1 , s =z 1 ; mais de plus je- fais tt = — JK''S et C^ = a, ^ = ii', 
(J''' = c'^ , etc. , et la formule ( vi) du théorème donne 
A + Bx + Cx"^ + etc. 
+ By + Oxj + etc. 

+ Cy + etc. ^ "^ .....(n) 

+ etc. 

^ + T^KA.y + -D^^A.j-^ + p'3,^.j^3 + etc. 

— a.b'-^.Ti.A — T>^.\a.b-'Kji,A],jr — p'2. |a. ifiD.^j.j^ — etc. 

+ ^a'^v,(b''^.-D.A)^ + ^D^{a^D.(ô-^D.^)|.j + etc. 

— ^à^^\{b-''^ï>.A) — etc. 

+ etc. , 
formule qui , quoiqu'elle ne soit pas ordonnée suivant les puissances de y , 
présente une loi fort simple : si on vouloit l'ordonner suivant les puissances 
de j>^ , il n'y auroit qu'à écrire de suite les lignes obliques en commençant 
par celle sans jk> alors chaque coefficient formeroit une série infinie. Le 
terme général se conclud aisément de la loi des termes. 

5 10. Voici à présent un problème très - général. Soit l'équation 
a + bx + cx^ + etc. \ Ç ce + Cx + yx^ + etc. 

I + *JK + ^'^f + etc. f j + çy + yfjcy + etc. 

^ » + c'y + etc. { ~ ) + y[r' + etc. f * ° * * '^'^' 

+ etc. 3 1 + etc. 



DES DÉRIVATIONS. Syl 

on demande la valeur en y et isans x de la fonction 

A -^ Bx ■+- Cx'^ -4- etc. 
F ^ + ^y ^- Cxy -H etc. J. . . . ; . . (5) 

H-^ C'y 2 ^« etc. 

La solution se déduit facilement de celle du problème précédent ; car , en 
développant l'équation proposée et en transposant , on a 

D.(pa — D.ApAf -H (p^.^^ — P^.'v^a).'^ ^- (p3.(pa _ B3.v)/^).a;*-f-etc. 
-h {p\\i.(pa — p'.D.\)>'a).jK-+- (D^p2^^ — D'.p2.'4/ctf).^j H- etc.| 

+ (p'2.D.(pdJ — p'^.D.\j;aj).jK^ + etc. 

■+- etc. . 

— {(^^ ~ '^^ + (n'.^^ — D'.4/a5).jK + ("g^^-Ça — ç'^.\|/aj).jK^ H- etc. }. . . .(6) 
De plus , la fonction ( 5 ) devient 

FA -+- D.F^. ^ H- p2.F^..2î2 H-. etc. 

+ n'.FA.y 4- n'.D.Fy^. .TV -4- etc. 

•^ *^ (7) 

4- p'^F^.jK^ + etc. ^^^ 

-H etc. 
Comparant avec (3) et (q) du numéro précédent, on voit qu'il suffit de 
mettre FA au lieu de A , (pa — \|;a au lieu de a , i>,(pa — D.y^cc au lieu de b , 
et ainsi du reste, et de considérer les expressions i>.(pa — D.-vp^ et (pa — \|/^, 
chacune comme un premier terme dans les dérivations; la formule (n) 
donnera la série demandée. 

5x1. Les cas des séries simples ne sont que des cas particuliers de ceux des 
séries doubles ; on peut donc déduire de la solution précédente celle du cas 
suivant, qui est très-général : mais il est encore plus simple de la déduire du 
n.^ Qg5 ou du n.° Q99; elle se tire aussi très - facilement du n,° 25;. 

Soit y =: a ~{- bx -+- cx'^ -h dx^ + etc. , \(8) 

on demande à convertir 

F(^ -\^ Bx + Cx^ 4- Dx^ -f- etc.) (9) 

en une série dans laquelle entrent (py et ses puissances , sans x* 

On aura , en prenant la fonction (p des deux membres de ( 8 ) , 

x{ji.q)a H- ^-.(pa.x + p5.(pa..T2 4~ etc.) = (Pj — <P« (10) 
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Je compare cette équation avec l'équation (11) n.° 2g3; j'aurai r == 1,^=1, 
b = B.(pa (qu'il faut prendre pour un premier terme dans les dérivations), 
yf =z \(py —'(pa)y-''y. Ç' = 1 , et y, ^^^\ etc. = o ; de plus A = ¥A : et l'on 
voit que tout ce qui est affecté de d^ dans la formule (vi) du n.^ 295 en 
doit disparoitre ; ainsi cette formule donnera 

F(A -{- Bx -h Cx^ + Dx^ + etc.) = (0) 

Si on vouloit que la série fut ordonnée suivant les puissances de (pj^ alors 
chaque terme deviendroit une série infinie; il suffit, pour donner cette forme 
à la série (0), de développer i^(py — (p^Y^ {<Pj — ^^)^ 1 ^^c» , {(py — (p^Yy 
etc. par la règle du binôme. Comparez avec le n.^ q86. 



3i2. Tirons encore du théorème du n.^ 295 deux autres théorèmes, dont 
l'un en est pour ainsi dire le pendant , et l'autre en est une généralisation. 
Étant proposée la même série double (i) qu'au n.° 293 , savoir 
A H- Bx + Cx^ H- etc. 
-^ By + Cxy + etc. 

^ oy ^ etc. ^^^ 

-4- etc. , 
mais, au lieu de l'équation (11) , l'équation suivante 

çi ^ y^x + ^'x^ -H etc. y 

-f- y"y ^ J"x/ + etc. ( 

x{b^cx + dx^-{'ex^ + etc.]t=:y^<^ ^ ^ ^^^^ > ; . . .(Q) 

-+- etc. J 
transformer la série (i) en une série sans x et ordonnée suivant les puissances 

dey. 

Pour ramener l'équation (2) à la forme de l'équation (11) du n."" 293 , je 
divise les deux membres par la quantité qui multiplie yrf dans le second, ce 
qui donne ç ^, _^ y^ ^ jj^2 + etc. y^ 

^ yy ^- j'^xy H- etc. f 

+ etc. j 

ou, 



oc 



= Ttf- 



.(3) 
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OU , en développant et faisant attention qu'ici l? n'a point de dérivées suivant 
d' , et qu'ainsi il faut toujours mettre b et b^ hors du signe d' , 
Z.r.^'-^ + D.(R^'-^)..x -H p^.(^îf.e'-«).^^ + etc. 
+ bxi>\C^-^.j -H iy.{bxiy\S^-^).aj + etc. 
-f- Z^t:g'2.ç'-^.j2 ^ etc. 
+ etc. 

Je compare à présent cette équation (3) avec l'équation (ii) du n.^ Qg3, 
et je vois que ces deux équations coïncident si Ton fait dans celle-ci r =z i ^ 
s = o j €^ = i y et qu'on change b en b^S^-^ : ainsi la formule (vi) du n.^ qqS 
donne sur-le-champ la suivante, en mettant partout b hors du signe i>\ 

A + Bx H- Cx'^ H- etc. 

-{- B^y + Cxy -f- etc- 

+ C'j^ + etc. 

-h etc. 



b-i.C^.^.A.-n 



(P) 






J' 



4- ç'5. ^ 

Le théorème que présente cette formule est aussi général que celui du n.^ 
Q95. On voit qu'il règne entre ces deux théorèmes une sorte de réciprocité 
symétrique : ici g*^ a des dérivées selon d et d^, et b n'en a que selon d; là 
b a des dérivées selon d et d', et C' n en a que selon d'. 



etc. 



3x3. Si Féquation est 
'b -\- ex -\- dx^ - 



'C^ 



X 



= 7ry< 



-y^-H J'x2-4-etc. 

■ yy-i-(j^^^ +etc. 

4- etc. . 



(4) 



-}- etc. 

cj H- d^xy -+- etc. 

-h dy^ + etc. 

H- etc. 

et la série à transformer la même que la série (1) du numéro précédent ; dans 
ce cas ^ S^ et b ont chacun des dérivées tant selon d que selon d' ; et par une 
analyse semblable à la précédente, on conclud du théorème du n.^ agS le suivant, 
plus général : 

Z z z 
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A + Bx -H Cx^ + etc 


+ ^y H- C^j + etc, 


+ Cy^ H- etc 


+ etc 


y + p'^.^ 


r 


+ D^(^-^e^D.^).7r 


-+- 


+ fD.{^-2r.g'/q..i3..^|.^2 


+ï^ 



+ p'5.^ j5 



+^D.D^(^-2^^^2^D.^).^2 + etc. , 

(q) +|p2.(^-3r.ç/3.j3.^).^3 

formule dans laquelle b et S\ ainsi que ^ , entrent également sous les signes 
D et d'. Au reste , b etÇ^ sont toujours des premiers termes, et a. A est un second 
terme. Cette formule comprend comme des cas particuliers celles des n.°^ 295 
et 3iî2. 

3i4' Venons au retour des fonctions. On peut proposer, pour les fonctions 
à deux quantités , différens cas plus ou moins étendus , analogues à ceux des 
n.°^ 278, 279, 280, 282; arrêtons-nous seulement à une extension du cas 
du n.o 282. 

Étant donnée Féquation 



t = a -^ y(p(^yjy) 1 ou bien 



ù — a 



=y^ 



(O 



(p{t^j) étant une fonction quelconque de ^ et dejj^ ; trouver la valeur de \p^, 
fonction quelconque de tj par une série sans ^, ordonnée suivant les puis- 
sances de y. 

Je fais t = a -+- 00 y et je mets a! + y em lieu de y dans le dénominateur 
de ( 1 ) , et après les développemens je ferai a' = o ; de cette manière j'ai 



co 



:= ^. . . . (2) , et \|/^ = \)>(a + x) ; 



et , en développant le dénominateur de 1 équation (2) , 
(p{a^a^) H- 'D(p{a^a^).x -f- iD^(p(a^a^).x^ - 
-f- V>' (p{aya').y -+- D'D(p(aya').xy - 
+ ^''(f){a,a^yy^ - 



(3) 



X 



etc. 
etc. 
etc. 
etc. 



=zy. ...(4) 



Les signes d et d' indiquent des dérivations différentes , d en faisant varier a 
seul dans (p{a^a!)^ et d' en faisant variera' seul; d^ = 1, et d'^' = 1. I)e plus, 
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\|;^ =z= \|;<2 -H D-\]ja.X -f- ç^-^a. 0^2 -f- p3^^. ^3 ^- etc. . . • ,(5) 

Je compare Téquation (4) avec (11) du n.^ 293 , ce qui donne r = — 1 ^ 
h^=^(p{a^a}) , j zzzo , 7r= 1 , £*' = 1 ; je compare aussi le second membre de (3) 
avec la série A + Bx -+- Cx'^ -H etc. du corollaire II n.<^ 297 , et , en 
observant ce qui a été dit dans ce corollaire, le théorème du n.^ 295 donne 



-^a -\'n'^a,(p{ayci).y -H D\|/^. d'^(^,^') 



w 



etc. 



On aura soin de faire a' =: o après les dérivations effectuées. 

3i5. Si Téquation proposée navoit pas de y devant <p, si elle étoit 

t — a 



ù = a -h (P(^,y) 



ou 



(5) 



alors, tout demeurant comme précédemment, il suffiroit de faire tt =JK"'S 
et en mettant, pour abréger, au lieu de cp{a^a^)^ la série seroit 

^\jt = (95) 

\- D-vp^. p'2 0.jy/'2 ^_ D\|ya. p'^Q.J/'^ -{- CtC, 

^d(d\};«.d^02).j>^ +ii)(D\);^.p'^0^).j^2 -f-etc. 

yp2(D\|;a.05) + yp2(D\f/^.D^0^}.jr +etc. 

H- :J^p5(D\|/a. 04) H- etc. 

H- etc. , 



\J/a 



H- iD(D\|/a.02) 



expression qui, quoique non ordonnée suivant les puissances de^, présente 
cependant une loi fort facile à saisir. 

3i6. Étant donnée Féquation i=F(py ^, jk)? ^^^^ 1® second membre est 
une fonction quelconque de /? , tj y, qui devient fonction de p seul lorsque 
y z=z o; trouver la valeur de ^, et même dune fonction \|/^ de ^ en p et j^, 
par une série ordonnée suivant les puissances de y. 



D U 
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C'est le cas de Cousin, dont il a publié une solution , pour la première 
fois dans les mémoires de V Académ>ie des sciences de Paris y année 1783 , 
pages 661 et suivantes, ensuite à la fin de son Introduction à V Astronomie 
physique y et encore au n.«> 592 de son traité de Calcul différentiel et intégral, 
Paris , an 4-^ La solution que nous allons donner en diffère à plusieurs égards (*). 



Puisque V{p^t ^ y) devient fonction de p seul lorsque jy/' = o , il faut que 
cette fonction soit de la forme P -^ y^{fy ^ t^ 't y) > P étant ce quelle devient 
lorsque j^ = o , et lautre partie j>^^(;? > ^^ j) étant affectée de y hors du signe 
<p, c'est-à-dire, tous les termes qui n'entrent pas dansP étant multipliés par j, 
afin qu'ils disparoissent quand on fait y =1 o. L'équation proposée devient 
donc ^ -, . , . t — P 



t = P ^ y(p{p^ t,y), ou bien 



= JK- 



(7) 



Je fais ^^ = P H- ^ , et je mets a' + jj^ au lieu de y dans le dénominateur 
de ( 7 ) , et après les dérivations effectuées je ferai a' = o ; de cette manière 
l'équation ( 7 ) et la fonction cherchée \)> t deviennent 



œ 



y- 



(8). 



-^t = -v^P H- œ). 



(9) 



(p{p,P + œ,a^ +y) 

Pour développer on regardera p comme invariable ^ P eta^ comme variables, 
mais P ne variant que par rapport à d , et a' que par rapport à d' , dP étant 
= 1 , et v^a' = 1 . 

Comparant les équations (8) et (9) avec {2) et (3) du n.° 3 14, on voit 
qu'ici P remplace a^ et qu'au reste les équations sont de même forme; d'où 
il s'ensuit, qu'en mettant, pour abréger, Q au lieu de (p(/7, -P, ^') , on a 
par la formule ( 21 ) , 






y^it = 
-f-7D(D-v{yP.D^Ç2j 



(e) 



r 



B^p.^^^q 



y. 



etc. 



4-^D(DxPP.p^2Q2) 
+-fp2(Dv|.P.D'Q3) 

^L^\j>^p.q^) 

On effectuera les dérivations D et d^ comme nous lavons indiqué ci-dessus; 
puis on fera a^ = o. 

(*) u y a long- temps que j'ai trouvé cette solution ; mais je m'aperçois, au moment de livrer la feuille 
à ^impression , que le Professeur Pfaff, un des meilleurs Géomètres de l'Allemagne, a tiré du théorème de 
Lagkange , n.** 282 , une solution peu différente de la mienne. Voyez page 538 du premier volume de se» 
Distjuisitiones analyciçœ. 

On 
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317. Soit proposée cette équation plus générale, 

P étant fonction de p seul; on demande -^v en p et y ^ sans v. 

On suppose, comme n.'^QSS, ù = P ^ y(p(^p ^ i^^y)-^ substituant dans 
(10), on a (^ = f^, partant 

ou , en faisant ^ = P -f- ^ , et mettant a^ -\-y au lieu de jy^ dans le dénominateur 
de ( 1 1 ) , sauf à faire a^ =^ o après les dérivations , on a 



X 



En comparant (i3) et (14) avec (8) et (g) ci-dessus-, on voit que ce cas se 
ramène au précédent et qu'il est résolu par la formule (Ê), pourvu qu'on y mette 
fPau lieu deP, partant -vjyfPau lieu de\}/P, e\.(p{p,W,a!) au lieu de (p{p^P^a^)z=:Çl. 
jyP est toujours = 1 : on prendra P pour la variable dans -vj^PP : dans les dériva- 
tions v>\Qz=L(p{p^îP^a^) sera considéré comme fonction de a' dont la dérivée d'^' 
est = 1 ; mais dans les dérivations d, Q sera considéré comme fonction de fP 
dont la dérivée est nfP; ainsi, mettant un point après d lorsqu'il se rapporte à 
Q, on fera D.Q^nQ.DfP, p^. Q = nQ.p^fP + p^Q.(DfP)S etc. 



5i8. Quelle que soit l'équation , (p{t^u) = o, qui donne ten u^ algébrique 
ou transcendante; on propose de trouver une série sans ù ^ qui donne la valeur 
d'une fonction quelconque F(/^5 u). 

Ce problème général fait le sujet d'un mémoire de Lambert, inséré parmi 
ceux de l'Académie de Berlin pour 1770; mais la solution qu'il en donne me 
paroît laisser beaucoup à désirer. 



Je fais t=ia-+-ocetu=za^^Jr-j^ a et a! étant des quantités quelconques ; 
la fonction F ( ^\ u^ devient 

F(^,z/)= F(a,a') H- DF(/2,a').a? -\-^'^Y(a^a!).x^ -^ elQ. 
-f- D'F(^,a').^ H-DD^F(^,^^).a7 + etc. 

^ p'^F(«, o}\y'^ H- etc. ^^' 

-f- etc. î 

A a a a 
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série qui a la même forme que la série (i) du n.^ Qg3. Le signe d se rapporte 
à ^ et le signe d' à a^ , d^ = i , et j^'a' = i. L'équation proposée (p{tyu) ==: o 
devient de la même manière 

G = (p{aya^) + D(p(a,a^).cr H- '^^(p{aya!).x^ -H etc. 
-}- v! (^{aya}).y + T>iJ(p{aya^).xy + etc. 
-f- ç'^(p{aja^).y^ H- etc. 
H- etc. ; 
d'où l'on tire , en transposant , 
rD(p(^, a') -+- p2(p(<7^ ^').^ -î- etc. ] (3) 

a;< -H DD'(p(^, a'), j + etc.i == — |(P(^,^i')h«d'(P(/x,/xO-JKH-P^^^(^)^0'7^ + 

( + etc. 1 

équation de la même forme que l'équation (ii) du n.^ qqS. Comparant, on a 
r= i y s = 1 ^ jp = — JK'^S ^ =D(p(<^,^')i ^' =(p(a,^% ^ zzi: F (a, ^'). Ainsi 
l'équation (vi) du n.^ 2g5 donne sur-le-champ la formule suiv^ante : 

Fit.u) = (®) 

Dans cette série , T>(p (^, a^) et (p (a, ^') sont des premiers termes , mais dF(^, a^) 
est un second terme : ainsi il faudra mettre p^^p^^^^'^^ p3(p(û,a'), etc. au lieu 
de DD(p(^,^'), 'g^T>(p(aya^)j etc.; mais on écrira çt^^F^a^a^)^ 3p5F(^,^^), etc. 
au lieu de ddF(^, «^), p2DF(a,a'), etc. 

3 19. L'équation (q) du numéro précédent se met aussi sous cette forme : 

(4) ( ÇÇa^a^) +B^(p{a^a^).y +T>D^(p[aja').xy + etc. J 

aî|D(p(^ï,a') 4- p2(p(a,a'),aî H-etc.|==:— l + p'^^(^,^0-JK^ + etc. ( ^ 

( + etc. 1 

où D(p (a, a') n'a que défi dérivées d , et où (p (^, a') n'a point de dérivées indiquées 
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par D seul , maia des dérivées d' et des dérivées affectées des deux signes d' et d. 
Comparant avec l'équation (2) dun.^Sis, onaura(=i, b=D(p(a,a'), ô=i, 
yt = — y- 1 , Ç' = <p(a,a') ; et la formule (p) donnera la suivante : 

F{t,u)= (C?) 

F {a, a') -^ j)'F{a,a').y -h ^'2F(a,a').y 

— [ii(p(a,a')]- ». <p{a^a'). jiF(a,a') — [i}(p(a,a')]- ».d' { (p(a^a').DF{a,a') | .y 

-h f i>[[(d(P(«,«')]-=^- [(Pi'^, a')y.oF(a,a')\ 

- [v(p{a,a')]-K-^'^{(p(a,a').-DF{a,a')\.j^ _^ ^^^ 
-^iji{[D(p(a,a')]-Kj)'{[(p{a,a')]^.DF{a,a')\\.j ' ' 

-fy^[^(pia,a')]-\[(p(a,a')f.T>F(a,a')} 

série dans laquelle j>(p{a^a!)^ (p{a^a^)et ¥{a^a^)^ sont des premiers termes: 
mais en faisant les développemens on aura soin d observer ce qui a été remarqué 
ci-dessus à Fégard des dérivées de ji(p{a^a^^ et de celles de (pia^a!) , et la for- 
mule n'est vraie que sous ces conditions. 

Telle est la solution du problème proposé lorsque a! et a sont des quantités 
quelconques , arbitraires , indépendantes Tune de l'autre. Mais si a^ et a sont 
des quantités correspondantes, c'est-à-dire, (p{/;^u) = o étant l'équation d'une 
courbe , si a' est une valeur de l'abscisse et a la valeur de l'ordonnée corres- 
pondante ; alors a n'est plus arbitraire , mais il est une des racines de l'équation 
(p(^l;^a') = o , et (p{a^a^) est zéro. Nous allons voir ce que deviennent dans 
ce cas les formules ( S ) et ( S ). 

520. Soit a^ une valeur quelconque de u dans l'équation <p(^, w) = o , et a 
une des valeurs correspondantes de ^, de manière que Ion ait aussi <p(^, a') = o; 
on demande l'expression sans t de F^ùyu). 

Nous supposons ici que l'équation (p^ù^a^) =. o n'a qu'une seule de ses racines 
t égale à a ; alors (p (^, ^') = o , mais ni p(p(^, a^) , ni D'(p(^, a^) ne sont plus zéro , 
et, en mettant a-{- œ et a^-i-j kla place de t et de u^ l'équation o = (f>Çùyu) 

o = Ti(p{aja').x + r)2(p(/2,^').a;2 -i-. etc. 
-+- j>^(p{a^a!),y -+« j)j}^(p{a^a^).xy + etc. 
-4- i^'^(p{aja^).y^ + etc. 
H- etc. , 



devient 



œ 
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qu'on peut mettre sous lune ou l'autre des formes suivantes , savoir : 

'D(p{a^a^) H- p2<:p(^, ^0- ^ -+■ ^^c- ) ( -5 ) 

-f- j)j}'(p{a,a').j -H etc. \=-J { B^(p{a,a^)+y^^(p{a,a^).y + ^'^(p{a,a^yy' + etc. } , 
+ etc. j 
ou bien 
(6) .... ; (x)'(p(a^a-)+BjJ(p(a^a^),x + etc. ^ 

( +etc. 

En comparant la première de ces équations avec l'équation (11) du n.^ Q93 , 
on a r= 1 , sz=i , tt = — 1 , l?^= J}(p(a^a') ^ ^^ z=zn(p{a^a^)^ et la formule (vi) 
du n.^ Q95 donne 

r(^,«) = (g) 



— D'<p(a,a').[D(p(^,a')]-'.DF(«,a') 



JK -4- p'^F («,«') 

-h {[ji'<p{a,a')]'^.ji\[D(p{a,a' )]-\jiF(a,a')l 



r 



y 



etc. 



-f- -^ d' { [d'(P (^Z,^^)]2. D { [D(p (^,^')] - 2. DF(a,a^) \ \ 

série où jy'cpÇa^a') ^ iù(p{a^a!)^ ¥{a^a^) sont des premiers termes, et qui est 
ordonnée suivant les puissances entières dej^^. Ici, par la formule même, 
D^(p{a^a^) n'a de dérivées que suivant n' , tandis que J}(p(a^a') en a suivant d^ 
et suivant d , ainsi que cela doit être en vertu de l'équation { 5 ). 

321. En comparant la seconde des équations précédentes, savoir (6), avec 
(2) du n.o 3iQ, on aurar= i , è= 1, tt = — 1 , b=j}(p(aya')y £^ =jy^(p(a^a')y 
et la formule (p) du même numéro 3iq donnera 

F(t,u) = (@) 



F(«,a') -I- i}'F(a,a') 

— [T}(p{a,a')]- KT)'(p(a,a').DF{a,a') 



y -+- ç'2F(«,a') 

— [D<p(a,a')]- '.D'{D'<p(a,a').i)F(^,^ï') \ 

4-^D {[D^(«,a')]-^[D'^(«,a';]2.DF(«,a') | 



y^ 
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z8i 



etc. 



4-fD{[D:p(^,a')]-^.D'{[D'(p(^,a')p.DF(a,a')|| 
— jp2{[D{p(^,^')]'"^- [D'<P(^»^Op.DF(a,a')} 
dans cette série iy(p(a^aJ)^ ^^^{a^a^) et F(^,^') sont encore des premiers termes, 
et la série est également ordonnée suivant les puissances entières de y. Ici 
j)(p(a^a^) na point de dérivées d' , tandis que B^(p{a^a^) a des dérivées d et D^ 
Quoique cette série (®) diffère pour la forme de la série (g), il est cependant 
aisé de s'assurer que ces deux séries coïncident, en développant les coëfficiens 



de v2, 1/5^ y4, etc 



322. Sij en supposant donnée l'équation (p(/^,r^)zz=ro , on met, dans la formule 
(S) ou (@), t au lieu de a^ u au lieu de a\ is^t au lieu de a?, A^ au lieu de j^, 
et par conséquent ^ + A^ et «/ -H [su au lieu de ^ et de ?/ ; on aura pour la 
valeur de F {t + A^, ^ + A^) une série régulière , dont la loi est aisée à saisir; 
elle sera sans A^? ec ordonnée suivant les puissances entières positives de A^^« 

Dans le c^is particulier, où étant donnée l'équation Cpi^t^u^ =: o, on 
demande ^^ H- A^ en une série ordonnée suivant les puissances de A?^ ; F(<2,a^) 
devenant =: ^ et oF^a,^^) = i , on aura , par la formule (®) , 

(S?) 



^ + A^ == 



(A'/)2 



4-iDf[D(p(^,i/)]-2.D'[D'^(^,?/)]=| -+- etc. 

Or, puisque Ton a l'équation (p(l:,u)= o, qui donne t en u, il est clair que 
t est une fonction de // : on a donc aussi par le théorème de Taylor , 

d^ du , , d5i 



t-hÛ!Lt=t H- -j— -A" 
du 



■ (A«)2 



(A«)3 



etc. 



1 . a ûu'^ ' ^ ' ' 1.2.3 d//3 
On voit donc que les coëfficiens de la série (5?) donnent immédiatement les 

valeurs des différentielles -—. . — - , -p^ , etc. , et il est aisé de conclure de la 

du ' du^ du^ 

loi qui y régne la valeur générale de -. — : cette formule est utile dans le calcul 

° du" 

B b b b 
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différentiel , où Ton n a Jusqu'à-présent trouvé les valeurs de -r— ; , -r— ^ , etc. que 

par des différentiations successives de lequation (p (^, z/) = o , et par les substi- 
tutions de ces valeurs les unes dans les autres , au lieu qu'ici on les a par des 
formules qui n'exigent aucune substitution , et dont la loi est manifeste. 

323. Soit(p{t^a^) = o Téquationen laquelle se change la proposée (p{t^u)=:o 
lorsqu'on y fait u = a^; on suppose que (p{t^a^) =z=: o a plusieurs racines t 
égales chacune à ^ , au nombre de /c , et Ion demande lexpression de F (^, u) , 
pour ce cas. 

Puisque k est le nombre des racines ù égales à a lorsque u =ii a\ (p (t^ a^) 
aura cette forme (^ù^a)H{t:^a!)\ ainsi, en mettant ^' -l-jy^ au lieu de u dans 
Téquation (p{t^ii) =z o, elle deviendra 

G = (/f — aYi{t^a^) H- T}^(p{t^aJ) y -f- 'D^^(p(t^a^).y^ -h etc. , 
et il est visible par là , que si on met aussi a-^ x kla place de t dans (p(^, u)^ 
non-seulement (p{a^a^) sera zéro, mais encore D(p(^, ^') , ç^^Pi^^,^^)? Ç^^(^j<^0? 
etc. 5 ^^-^(p{a,a'); et p^(p(^,<2') sera la première des dérivées selon d seul 
qui ne s'évanouisse pas : de plus, puisque ©^ fait varier a' , j)^(p(a^a') ne sera 
plus zéro en général^ ni j)j)^(p{a^a^) ^ non plus que toutes les autres dérivées 
dans l'expression desquelles entre le signe n', ou seul ou accompagné de d. 

De là il s'ensuit qu'en mettant à la fois a -h oc et a^ -h-y om lieu de t et 
de u dans (p{t^u) = o, cette équation devient 

o = B^(p{a^a').x^ -4- d^h- ^ <p(^,^').a:^+ ' -f- etc. 

+ i>^(P(a,a').^ + jijj (p {a ^a^).xy + etc. 

-+- Ti^^(p{a^a^).y^ ■+- etc. 

-h etc. ; 

équation qui donne , en transposant tout ce qui est affecté de y et en extrayant 

ensuite la racine A^^"™*, 

1 

x\^^(p{a^a!) + ^^+^(p{a^a^).x 4- d^+*Ç)(^,^2').x2 + etc.^ = 

il 
: • . . (7) 
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— 1 ayant A racines A^^"^«% je mets /^ au lieu d une de ces racines , et comparant 
avecréquation(2)dun.^3iQ, fair= 1, è = ~> tt = ^JK^ ' > b^=^ ^^(p{a^a!)^ 

Ç' = B'(p{a^a'). Substituant dans la formule (^) du même n."^ 3iq , on en tire 
cette autre formule , ^ 

^-iD|[p^(P(a,a^)]""^.[D^(P(a,aO]ipF(a,a^)|.;.^jK^ ....(5) 

+ p'3F(a,a0.jK^ 
+ [ç^^(a,a')]^ ^. p^2 1 [D'(p(a,a^)P . DF(a,a') } . /xjT"^ ' 



. ' ^^ ' ' .^ ' '*- , + etc. 



4-iD|[p^^(V)] '. D'f[D'(p(ay)]'^.DF(a,a')||.|u^jK^" 

_3 3^ 3 

+ fp^l[p^^(«y)] ^.[D^(pCa,a')]^.DF(ay)|./>t3jK^ 
Dans cette formule, p^<:pCa,a'), T}^(p(a^a^) et F(fl5a^) sont des premiers termes; de 
sorte que dans les dérivations on mettra p^ + 1 (p(^^a') , ^^ -^ ^ (p(^aya^ ) j etc. au 
lieu de Dp^<:p(a,a') , ^'^'D^Cpia^a!)^ etc. ; p'^^p^^^^^') ^ p'3<p(a,a^) , etc. au lieu de 
D'D^^(a,a'), p'^D'^pCa^a'), etc.; mais DDF(a,a') , p2DF(a,a^), etc. seront Qp^FC^^a^), 
3p5F(a,a') , etc.; p^(p(a,a') ne varie point selon d' , mais jy^Cp^a^a!) et DF(aja^) 
varient tant selon d' que selon d. La formule n'est plus ordonnée, comme 
on voit , suivant les puissances entières de y. 

524. Ayant toujours l'équation (p(r,?^) =0, si l'on vouloit que la série pour 
F{t^u) renfermât u au lieu dej^; alors, puisque Ion a supposé w =^' -f-j^, 
afin d'avoir y =1 u^ il faudrôit faire a^ =. o dans les formules précédentes , 
après les dérivations effectuées. 

Dans ce cas, 1.^ les formules (.©) et (g) donneroient V{ù^u) en u ^ a 
demeurant quelconque , mais les séries ne seroient pas ordonnées suivant les 
puissances de ï^ : on pourroit cependant ordonner ces séries suivant les 
puissances de u , mais alors le coefficient de chacune de ces puissances seroit 
ime série infinie. 
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2.*^ Si 5 en faisant ^' = o , on prend pour a une des racines de Féquation 
(p{t^6) = o, alors (p(a^o) sera zéro, et en supposant que (p{p^6) = o n'ait 
qu'une seule racine t égale k a^ la. formule (S) ou (®) donnera pour F{t^u) 
une série qui sera ordonnée suivant les puissances entières positives de u. 

3.° Si ,^' étant = o , (p(^, o) = o a plusieurs racines égales chacune à a , alors 
la formule (S) donnera pour F(t^u) une série en Uy mais cette série ne 
procédera plus suivant les puissances entières de u. 

Le cas du présent numéro a mérité l'attention de Laplacé , qui s'en est occupé 
dans les mémoires de TAcad. des sciences de Paris , année 17775 p^g- i^^o et 121. 

SâS. Si l'on a l'équation (pt = y\jUy où les quantités t et u sont séparées , et 
qu'on demande l'expression de Ft par une série sans t\ on voit que ce cas est 
compris dans celui du n.° 3 18 : ainsi les formules (©),(§), (5?) en donnent 
la solution. On observe que pour ce cas les formules (©) et (®) coïncident 
avec les formules (S) et (g) respectivement. On peut aussi tirer la solution 
du cas actuel, et avec plus de facilité peut-être, de la formule (ix) du n.^ Qgg. 

On résoudra encore d'une manière semblable à celle dont nous avons fait 
usage dans les n.^^ 3 18 et suivans le problème plus général où l'on demande 
l'expression de V{tyU) sans ^, lorsqu'on a l'équation (pÇt^u) = \)^z/; mais on 
peut regarder cette équation comme comprise dans l'équation précédente 
(p(^tyu) = Oj (p étant une fonction quelconque : ainsi nous regardons ce cas 
comme déjà résolu. 

326. Il s'offre encore un autre genre de questions ; ce sont celles où 
ayant autant d'équations que de quantités t ^ u ^ v ^ etc. , qui entrent dans une 
fonction F(^, u^ v, etc.), on demande l'expression de cette fonction par une 
série dans laquelle n'entre plus aucune de ces quantités ^, z/, v ^ etc.; tel 
est le cas où l'on demande l'expression de Y{tyu) sans ^ ni w , lorsqu'on a 
les deux équations (p(^,i^) = o et \|>(i^,w) z=: o. Mais ces reclierclies nous 
mèneroient trop loin , et nous regrettons de ne pouvoir nous y livrer. 



327. Nous allons terminer ces applications en disant quelque chose des 
retours de retour des séries. 

On propose de transformer la série 

A -^ Bx -\' Cx'^ -f- Dx^ -h etc. (1) 

en une série ordonnée suivant les puissances entières positives de z , lorsque 

la 
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la relation entre x et z est donnée par les deux équations 

TTj = oc{Ç -{- yx -\- ^x^ -4- etc.)'", (^) 

^z =:jK(t> + cj -H t>j2 + etc. y. (3) 

C est le cas d'un double retour. 

—————» -, 

Si Ton n'avoit que Téquation (q), et qu'on demandât pour (i) une série en 
y^ le théorème du n.<^ ^5^ donneroit, en y mettant ttjk ^^^ ^^eu de xç^ ^ 



+ etc. H p«-i.(g*"-'""D.^). 7x"jK'' + ^tc. ; 

je représente cette série par 

a ^ by -^ cy^ + <ij3 ^ etc. + ^«•JK'* ^- ^tc. , ( 4 ) 

de sorte que la question est réduite à transformer cette dernière série (4) en 
une série en z lorsqu'on a l'équation (3) ci- dessus. Le théorème du n.^ 25; 
donne encore 
a 4- h-^D,a.7xrz H d. (b-^'-D. ^z^.'zsr^z^ ^ p^. (b-^'"D. ^). «zst^z^ 

^ etc. H p'^-i.(b-'»''D.^).'2sr"2'» + etc. , 

ou, en développant, 

et, en mettant pour a ^ b ^ c ^ d^ etc. leurs valeurs ci- dessus, on trouve 

A + Bx -h 6\t2 + Dx^ + etc. = ( 3 ) 

CD.^.^-'"D3.b-4^;5r + D.(D.^e*-2'^).D2.b-4^7r- + D^.(D.^.^^^ , , 

-4- D3.(D.^i.f-4^).b-4r.7^4J ^ 



D3.(D.^i.f-4^).b-4r.7j'^ 



i4.. 



328. Etant données les trois équations 

^ = 33 j + gy2 ^ 3>^3 ^„ gjj/4 + etc. , (6) 

jj^ = boî + c^2 .^ ^^5 _|_ ex4 -f- etc. , (7) 

X = ^ç^ 4- ci^'2 -h ^ç;3 H- «?(^4 4- etc. , (8) 

on demande à exprimer v par une série en z. C'est l'inverse du problème du 

n.^ 65. 

C c c c 
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La dernière de ces trois équations donne, par le n.* q65 , 
V =1 b-^.x -+- jjy.b-^x'^ H- JB^b-^x'^ + ^p5. Z^-4.^4 + etc. ...(g) 
Je compare cette série avec (i) du numéro précédent, puis (7) avec (q),,^^ (8) 
avec (3) ; ce qui donne ^ = 0, 0.^=^ = ^-% C = ^D.è-2, etc.; tt^^ 1, 
m=i, f=:b; -ar^^i^riiz:!, 6 = 95; substituant dans la formule (5 ) , et 
développant on trouve 

^= (10) 

"^ ^( H- (/î^-'p2.6-3 ^ D.Z^-^.D.b-3 + p3.Z^-3.t-3)25-3|^ 

^-i.b-^p5.g3-4 + (Z'-iD.b-a -4- D. ^-2. b-2)p2. 58-4 ^ 

+ (Z'-ïp^.b-S + D.Z^-2.D.fc-3 ^ p2.^,-3.t^-3).i3.g5-4U4 
■f- (Z^- ï p3. b-44- D- ^-2p2. b-^ + p2. ^-3. D.b-4 + p3.^-4. b-4)g5-4) 
-h- etc. 
La loi est manifeste , et les développemens ultérieurs n ont aucune difficulté. 

(V.) 

329. En revenant au retour des séries simples, nous allons rassembler dans 
cette division différentes observations , lesquelles serviront soit à répandre un 
nouveau jour sur ce qui précède , soit à présenter quelques théorèmes intéres- 
sans sur les dérivations , auxquels nous serons conduits principalement par les 
différentes voies que Ion peut suivre pour arriver aux formules du retour 
des séries. 



33o. En comparant la formule (E^) avec la formule (E) , n.^^ 284 et q83 , 
nous avons trouvé un théorème sur les dérivations que nous allons simplifier 
et généraliser ensuite. 

Si l'on suppose dans les numéros cités que la fonction F s en aille; cest-à- 
dire , si Ton met l'unité au lieu de la caractéristique F ; et puisque (pcc est une 
fonction quelconque , si l'on fait (poc = Cj i^(px = d. 6* = y , "g^Çcc = <?, etc. ; 
on aura le théorème suivant 

\1;(« + C.J + 7D.f2,^2 ^ fp2.Ç3.j^3 + etc.) = 

\î>« -4- dy^o^.y + 7D.(e'2.Dx|ya5).jK^ + f p2.(C5.D\I/^).j>^3 ^ etc., 
la dérivée -ùcc dans \t^ étant toujours = 1 . Mais voici ce théorème généralisé : 
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Théorème. 
33 1. Une fonction quelconque des deux séries suivantes, savoir 

est égale à la série ( 2 ) 

+ etc. -4- ~p«-^ {g^-«'«D.xP(^,2()|.j^'* 4- etc. 



iDémonstration. Soient les deux séries quelconques, finies ou infinies, 
A -^ Bx + Cx^ + Dx^ + etc. , -SI + SSx -h 6^^ ^ ^x^ + etc. , 

converties chacune en une série qui procède suivant les puissances de j^, j^ 

étant = x{S* + yx + Sx'^ -4- ga;5 -f- etc. )'^ , comme n.° 25;; je représente 

ces séries transformées par 

a ^ by -\- cy'^ + dy'^ H- etc. , a + b^ + cy^ _[_ j) j3 ^ etc. , 

et j aurai l'équation 

-^{A -h Bx 4- Ca:2 ^ Dx^ + etc. , 21 -H 95a; + ^x? + ®.t;3 + etc. | = 

• . • ^ j ^ 
\J>{a -+- by -^ cy^ H- <^5 ^ etc. , a -+■ by ■+■ cy- -\- bj5 4_ etc.|. 

En développant le premier membre de cette équation , on le trouve égal à 

\)y(y^,2() --h B.-^iA^^lJ.x -+- p2.-vP(^,3(). a:2 -f. etc., 
série , qui , par le n.° q57 , en mettant \j;(^,3() au lieu de A dans la. formule 
(iv), sera égale à 

-vK^jîl) ~H f-'«D.\|;(^,2l).j -H fD. |C-^'"D.-vK^,90|.j2 + etc. 
Donc cette dernière série, égale au premier membre de l'équation (3), sera 
aussi égale au second membre de la même équation : ainsi , en mettant pour 
^z , ^ , etc. , a , b , etc. leurs valeurs en ^ et 91 , on a le théorème qu'il 
s'agissoit de démontrer. 

Ce théorème et sa démonstration s'étendent aux séries de la forme de celles des 
n.®^ Q95 , 3 1 Q et 3 1 3. En voici deux corollaires qui nous serviront tout à l'heure. 

332. Corollaires. L Donc s'il n'y a qu'une seule série, on aura 

-^[A 4-^-'"D.^.jH-lD.(g*-2mD,^^,^2 ^ |p2.(g'~3«D.^).j3 ^^tC.j = 

■vp^ + 6*- '"D. -^A.y H- 7 D. {C'-^'"v.'^A).y^ H- -^p2. (Ç-3'»D.\j;y^).jK^ + etc. 

4- ^p'»-^(Ç~«'"D.\j;^>j)^''4-etc. 
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353. II. Si l'on a la fraction 

puisqu'alors \|>(^,2l) devient ^2(-S on aura , pour cette fraction^ la série 

334. Nous allons comparer la formule que nous avons obtenue n,^ 70 pour 
la somme des puissances des racines d'une équation quelconque, avec celle 
que donne le retour des suites pour la puissance d'une seule de ces racines; 
ce rapprochement servira à répandre plus de jour sur les séries trouvées. 

Soient u^ €•, y, ^^ etc. les racines de l'équation 

a,x"^ — l?x^-^ — ex"» -2 — dœ^-^ — etc. — kx — / = o . . .(1) 
ce étant la plus grande de ces racines, C^y^ 7^ ^> ^^ ainsi de suite; on 
aura , par la théorie des équations 

ax"^ — bx"^-^ — 'c.r'«-2 _ etc. — l = a{x — cc){v — C){V'-y){x — S)X etc. . .(2) 
Les racines de l'équation 

a — bx — 0x2 — dx"^ — etc. — Aa:'^-^ — Ix"" ^= o • -(3) 

seront les réciproques de celles de l'équation ( 1 ). Si donc on désigne par a, 
b, c , b, etc. les racines de cette dernière équation (3), a étant la plus petite, 

et 6 <C ^ 5 ^ <C ^ ? ^tC' ? ^^ ^^^^ a = ~, b = -^, c =— y b = -r, etc. , et 

oc G y 

a bx — cx2 — dx^ — etc. — Ix^^^zaii x)(i — -r-a:)(i a:)xetc. ..(4) 

Pour s'en convaincre il suffit d'observer que l'équation (4) résulte de l'équation 

(q), si dans celle-ci on met — à la place de x, et qu'on multiplie par x^. 

Si l'on désigne par iSr et @_r les sommes des puissances r et — r des racines 
de ( 1 ) et de ( 3 ) , c'est - à - dire , si l'on fait 

Sr := ce -^ ^' '\- y' -\- etc. , @-r = -^^ + ~ + ^ -+" ^^C. , 

' a^ V C 

on trouvera, comme n.^ 69, en prenant les logarithmes , 

log(^ ^ bx — cx^ -r- etc. — • /a:^) = log^ — Si.x — ^Sç^.x^ — jS^^x"^ — etc. 

(5) '.= loga — ©-.i.o: — -jig^a.^- — y©-.3.a:5 — etc., 

et en développant log(a — ^x — cx'^ — etc.) comme au n.^ 70 , on aura 

Sr 
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^, = ©-r = (7) 

^ etc. H ^D''-2. (^-.r+iD.Z^'').a''-U » 

série qui n'a qu'un nombre fini de termes. 

335. De ce que dit Newton dans son Arithmétique unii^erseïle , en traitant 
des limites des équations numériques, on infère ce qui suit. 

Puisque les mêmes puissances de quantités inégales diffèrent d autant plus 

les unes des autres que ces puissances sont plus liantes; si r est un nombre 

considérable , la puissance a'' surpasse non -seulement cbacune des puissances 

g''', y% etc. , mais encore leur somme Ç''-+- 7'' H- etc. Il s'ensuit de là, que si 

1 

Ton tire la racine ^ de Srs = 05^"^+ 6*''^ H- y'' + etc. , {SrsY sera une valeur 
approchée de a'", c'est -à -dire de la puissance r de la plus grande racine de 
l'équation ( 1 ). 

Cette méthode d'approximation a l'avantage de ne pas exiger qu'on connoisse 
d'avance une valeur déjà assez proche de la plus grande racine , et elle fait 
connoître la valeur de oc^ d'autant plus exactement qu'on fait s plus grand, 
Nous allons la réduire en formule , et par là la faire servir aussi aux équations 
littérales. 

A cet effet , je change r en rs dans la série (7) ci- dessus, je compare avec 

1 

le n.^ 332 , et faisant m = i ^ Ç = b ^ y = a^ A =^ b'' ^ -^A = {b'^y = ô»^, 

I 
la formule de ce n.° 33q donneroit pour' (^yrij^ la série suivante , qui va à l'infini , 

ib' -H b-^j},b'.a H- 7D {b-^j>. b').a^ -H jD''.(b-^i>. b'').a^ \ 
^—t } 1 ( IK\ 

) -4- etc. -H — g«-^(Z^-'^D. Z^^).^« -H etc. l^ ' "^ ^ 

si la série (7), après y avoir mis rs au lieu de r, alloit à l'infini : mais comme 
elle n a qu'un nombre de termes fini et dépendant de ^ , il en résulte que la 

D d d d 
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formule du-n.° 33 q , qui suppose que la série de son premier membre aillé à 
Tinfini , donnera , dans le cas actuel , la série précédente ( 8 ) , moins une 
autre suite infinie de ternies , qui ne commence qu'après un certain nombre 
de termes de ( 8 ) réglé sur s , et qui par conséquent est dépendante de s , 
et diminue lorsque s augmente. De là on conclud que , puisque s n'entre pas 

dans (8) , et que partant cette série (8; eàt indépendante de s , elle est la partie 

1 

indépendante de 5 dans la valeur de (SrsY. 

Mais, d'un autre côté, si l'on représente {SrsY P^^ (»""" ~^ -P^O^ P'"" étant 
= Z^' -H y*'' -H h"" ~H etc. , et qu'on développe par la régie du binôme , on a 



où oc^ est le seul terme indépendant de s , les autres variant avec s et diminuant 
lorsque s augmente. Donc la série (8) continuée à l'infini est rigoureusement 
égale à a''. 

1 T* 

Puisque — d'"-'. (Z'-'"d. ^'*) = d'". Z?'"""'", il est clair que la série ( 8 ) 

peut aussi se mettre sous cette forme : 

0^' = (9) 

Îl^ri L^D.^r-i^^ j ^r)2.^r.2.^2 j ^•Q'^.b'-^.a^ +etc. + -B'-Kl?,a^-' 
r— 1 r—2 ^ r—3^ 1 ^ 

r r 
+ rD^logb.a'' B''-^Kb-Ka^-^^ g''"^^- h-^.a^'^'^ — etc. 

et cette série n'est autre chose que la série (6), pouriSr , continuée à l'infini. 

Quant à l'équation (3), a — bx — cx"^ — etc. — Ix"^ = o ; puisquon a 
vu que Ton a ^^ = a-* , partant oc'' = a-^ il s'ensuit que la série (8) ou (g) 
qui donne la puissance r de la plus grande racine de lequation (1 ) , donne 
la puissance — r de la plus petite racine de l'équation (3). 

Comparons maintenant avec le n.^QÔg. On voit qu'en changeant les lettres 
grecques en francoises, la série (5) du n.° 269 peut se mettre sous cette forme 

X"" =z (10) 

/^^r ^ b-'v.b-\a + ^v.{l?-^v.b-').a^ -+- ^^^.(b-'^n, b-^^ya^ 
^) -4- etc. -h — p«'\(è-"D. Z'-M. a^ + etc. 

et en mettant r au lieu de r, elle coïncide avec la formule (8) cî-dessus. 

On tire de tout cela cette conclusion remarquable : 

1.*^ La même série qvii donne la somme des puissances r des racines de 
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1 équation ax"^ — hx"^- ' — cx"^-'^ — etc. — / = o , si on ne la continue que 
jusqu'à ce que les exposans de h deviennent négatifs , donne la puissance r 
de la plus grande racine , si elle est continuée à FinFini. 

2.^ La même série qui donne la somme des puissances — r des racines de 
l'équation a — bx — cx'^ — etc. — /x'" =o , si on ne la continue que jusqu'à 
ce que les exposans de b deviennent négatifs , donne la puissance — r de 
la plus petite racine, si on la continue à Tinfini. 

3.<) La série qu'on obtient par le retour des suites pour la puissance r d'une 
des racines de l'équation a -^ bx — cx^ — etc. — Ix'^^=: o, donne la valeur 
de la puissance r de la plus petite de ces racines. 

La première partie de ce théorème a été observée parEuLEii , dans le tome 
XV des novi Commentarii de Pétersbourg, pag. 58 et suivantes , mais il ne l'a 
démontrée qu'imparfaitement. 

Il suit encore de ce qui précçde , que pour avoir la puissance r de la plus 
grande racine de l'équation (3), a — bx — cx'^ — etc. — Ix^ = o , il faut 
écrire l'équation à rebours , de cette manière , 

Ix^ -h Ax"'"-^ -+- zx"'-^ -f- etc. -\- bx — a =1 o ^ 
puis, la comparant avec l'équation (i) , faire a:=.l^ /? = — A, c = — /, etc. , 
Ai= — b^ lz=: a) et la série (8) ou (g) donnera la plus grande racine de 
cette équation ( 3 ) : ou bien , ce qui revient au même pour le fond , il faut 
diviser l'équation (3) par x'", ce qui donne 

/ -i- Ax-i H- /x-2 _f_ etc. + bx-^-^^ — ax""^ = o, 
et comparant cette équation avec l'équation (4) du n.° 269 , y faire o& = — /, 
S = k j y = / , etc. , y, = b j A = — ^; et changeant x en x-^ , la série ( 5 ) 
du n.° 269 donnera la valeur de x-^ 

Un des principaux usages auxquels on emploie les formules que nous a 
données le retour des séries simples , c'est de les faire servir à trouver par 
approximation toutes les différentes racines des équations : nous pourrions à 
présent faire voir comment les formules (i) du n.^ 276 et (2) du n.^ 285, 
entre autres, servent à cet usage : mais ces applications, quoique fort impor- 
tantes, s'écartent de notre sujet , et nous ne pouvons que renvoyer aux §§ III 
et IV du mémoire de Lagrange cité ci -dessus (n.^ 269). 

336. Si de la série (6), n.^ 334 5 q^^^ donne la valeur decc^-^- G'' + 7^*+ etc., 
ou de a-'" 4- b-'' H- c-'' ■+- etc. , ou soustrait la formule (9) , n.^ 335 , qui 
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donne celle de aj'^ ou de a-'', on aura le théorème suivant 

gr ^ Y ^ ^r ^ etc. = h"'' 4- c-'' H- b-"" -+- etc. = 

^j + etc. + — p'^ + «. ^-«.«« + etc. ( ^ --v^^J 

( ^ ) 

série remarquable qui donne la somme des puissances r de toutes les racines 

de Téquation (i) , excepté de la plus grande; ou la somme des puissances — r 

de toutes les racines de Téquation ( 3 ) , excepté de la plus petite. 

Si , ayant une équation numérique , on calcule un nombre de termes de 

cette série ( 1 1 ) suffisant pour pousser lapproximation assez loin , et qu'ensuite 

on extraie la racine r ou — r du résultat numérique, on peut parvenir au 

moyen de cette série, à trouver la valeur approchée de la racine C de Féquation 

(i ) , cest-à- dire de la plus grande racine après c^ , ou la valeur de b , la plus 

petite racine après a de Téquation ( 3 ). 

337. Nous allons encore faire voir comment on peut sassurer que les 
formules de retour de séries simples que nous avons trouvées plus haut se 
rapportent aux plus petites racines de leurs équations. 

Puisqu'on vient de voir , n.° 335 , que la série (5) du n.^ 269 donne la yaleur 
de la puissance r de la plus petite racine de l'équation (4) du même numéro; 
en faisant a^ = 1 , on a 

^=aj|f-^ + f-'D.e-i.A:+^D.(e-2D.ç-i).^2+|p2.(ç-3D.Ç-i).a2-f-etc.|, 
série qui, en faisant cc=j ^ coïncide avec (a) du n.° 265 : ainsi la série de 
Newton pour le retour des suites donne la valeur de la plus petite racine de 
l'équation dont elle est le retour. 

En divisant par c^ la série précédente et prenant la fonction (p de part et 
d'autre , on a 

^|,(~) =z ^(/{C-l + f-^D.g'-^a -f- ^D.(C-^D.g'-0.aj2 + etc.}, 

et, en faisant dans le n."" 33q ^ = ê'-S '^ == ^ j on trouve 

vK^) = %KC-0 + ff-in.%K^-0*« + ^D.(^-^D.^K^-0)•^' -H etc. , 
oc 

série qui, en changeant oc en y ^ coïncide avec la formule (e) du n.^ q7q, 
si dans cette formule on fait m z=z 1. Donc cette formule (e) donne encore 

une fonction quelconque, -J^C—)? de la plus petite racine oc de l'équation 
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y =z Cx -h y^^ -4- ^Jc'^ H- etc.; car , en prenant ci -dessus la fonction (p, on 
ne change rien à l'espèce de la racine œ. 

Supposons, pour donner un exemple numérique, quon veuille se servir de 
la formule (4) du n.^ 2/3 pour calculer le logarithme naturel de 10, et que 
pour cet effet on fasse 07=10; ff = o,i; y = — o, 00g ; (J, g , etc. = o ; 
ce qui réduit lequation k y = x{S -\- yx) ^ laquelle donne j = o, 1 : on 
trouvera, par la formule (4), log^ =:o,io536, tandis que le logarithme 
naturel de 10 est !2,3oq58. Il ne faut pas en être surpris, car Téquation 
y izn x{C -+- 7^) 9 ^^ ^î^ = 0,1.0: — 0,009.072, a deux racines , savoir x= 10, 
et X = ^^ et la formule ( 4 ) se rapporte à la plus petite racine —- , dont le 
logarithme naturel est en effet o,io536. 

La formule (b) du n.^ q66 se rapporte aussi à la plus petite racine x. Pour 
le faire voir, je mets Féquation proposée au n.° 266 sous cette forme 

ce = {i — C)x — yx^ — Sx^ — sxÀ — etc. ; 
comparée avec Féquation a = bx -i- cx^ + dx^ -f- etc. , elle donne, pour la 
plus petite valeur de x , 

X = {i-O^'.oc H- iD.(i-e)-^.a2 -+- yÇ2.(i-e)-3.a:3 ^ etc. 
Or cette série coïncide avec la série (b) du n.^ q66, laquelle est 

X = oc -h- 70.052 + tP^-û?^ + ip^-ftf'^ + etc. ; 
on s'en assurera facilement , en développant chacune de ces deux séries en C 
et en ordonnant suivant les puissances de ce* Donc la formule (b) donne la 
plus petite racine de l'équation 

o: = ctf -+- Ça: + yx2 -f- Sx"^ + etc. 

Il nous sera facile à présent de faire voir que la formule (D) du n.^ 282 
où l'on fera j^ = i , se rapporte à la plus petite racine ù de l'équation 
t — ce — (p^ = o. 

En effet , en mettant ce'+- x slm lieu de ù dans cette équation , elle devient 
X = Çcc -H T^cpoC'X -f- p2(pctf.a:2 4- p^cpa.a:^ -f- etc., 
et, en la comparant avec l'équation x = ce -^ Cx -h yx^ + etc. ci-dessus, 
on aura, pour la plus petite valeur de a-, la série 

X = q)ce -^ ijy{(pcey + tP'(^«)5 + i^^i^ceY^ + etc. ; 
donc , puisque t =z ce -h x y la plus petite valeur de x répond à la plus petite 
valeur de t; on a donc pour la plus petite racine t de l'équation ^—c^ — (p^=o, 

l: = ce -i- (pce -+- 70(^0^)2 + jpH^^)^ + ipH^P^)'^ + ^^C- 

E e e e 
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Prenant de part et d autre la fonction %];, et comparant avec le n.^ 33 q , où 
Ton fera^= «, €*= (poc^ mz=i — i , on a ^//^ égale à la série (Z)) du n.° 282 , 
pourvu qu'on y fasse ^ = 1. Donc, puisquen prenant la fonction \p , on ne 
change rien à la nature de la racine t^ il s ensuit que la série {D) se rapporte 
à la plus petite racine t à^ t — oc — (pt =^ o. 

On peut appliquer ces raisonnemens à d autres des formules trouvées, pour 
examiner si elles répondent à la plus petite racine. 

338. Lambert a le premier donné pour x^ une série en coëfficiens de 
l'équation à trois termes = 0:"* — bx"^-^ — /? ; pour la démontrer, dans 
les mémoires de Berlin, année 1770, page 227, il cherche d'abord l'expression 
des sommes des puissances s et s -^ r des racines ; puis , divisant la seconde 
de ces sommes par la première, il trouve une série pour la puissance r de 
la plus grande racine de l'équation trinomiale proposée. Nous allons étendre 
ce procédé à une équation d'un nombre quelconque de termes. 

Reprenons l'équation ( i ) du n."" 334 , et dans (7) mettons successivement 
^ et ^ -H r au lieu de r , et nous aurons 

(b"^' -H b-^jy.b' + '.a ^f- -^d. (^-^d. ^^ + r), ^2 ^ etc. ^ 
*— a-^— '■^-' — . .— ■'•••('') 



Ss i b^ -h- b-^Ti.b\a -(- ^Ti.{b-^T>.b').a^ H- etc.' 

Comparant avec le n.^ 333 , en faisant m = 1 , 5^= ^ , ^ = b"^'^ 21 = Z»^? 
partant ^21"^ = ^S ». (v^. 21 "" ' ) = d.Z^^, la formule du n.° 333 donneroit 
encore la série (8) ci-dessus, si le numérateur et le dénominateur de (11) 
alloient à l'infini ; mais comme ils n'ont l'un et l'autre qu'un nombre de termes 
fini et dépendant de 5, la formule donnera la série (8) moins une autre suite 
infinie de termes qui ne commence qu'après un certain nombre de termes 
dépendant de ^, et qui diminue en valeur, lorsque ^ augmente : donc la 
partie indépendante de s sera ici, comme n.^ 335, la série (8). Or dans 



>j4-r 



c&^ + '' -H 6*^ + '' -h y"^' -4- etc. 



le seul terme indépendant de s 



Ss ce' -i- S' -4- y' +• etc. 

est ce' ^ ainsi qu'on le voit en effectuant la division. Donc la série (8) est 
égale à ctf^ 
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Si Ton renverse la fraction (ii), afin d avoir la valeur de ^ ^ , et que 

Ton compare avec le n.^ 333 , en faisant m=.i ^ S^=^b\, A =^ b' ^ 21= ^' -*-'*, 
par conséquent ^21"' = ^"^ d.(^2(-i) = d. ^-'' , on démontre, dune 
manière semblable, que Ion aura la série (g) du n.^ 335 rigoureusement égale 
à où"^ ou a'". 

On arrive donc par cette voie au même théorème, auquel des considérations 
un peu différentes nous ont conduits ci-dessus n.° 335. 

oSg. Cela nous mène naturellement à la méthode que Daniel Bernouilli 
a donnée pour résoudre par approximation les équations numériques dans 
le tome III des anciens Commentaires de Pétersbourg et qu'EuLER a développée 
dans le chapitre xvii de son Introduction à V analyse des infinis. 

En effet, si Ton différentie l'équation (5) du n.^ 334, en faisant varier x 
et divisant par Ax , on a 
— Z'— QC.1? — 3r/.r2 — etc. --m/.x'^-i( = — tSi — iS^. ^— -^'5.^- — etc. —Sn-x^'^^ —etc. 



a — bx-- cx^ — dx^ — etc. — Ix"^ ( = — @_i - @_i.a: - ©«5.0;- - etc. - (B^n x""-^- etc. 
Ici la fraction est génératrice d une série récurrente ; son dénominateur est le 
premier membre de l'équation (3), et son numérateur ce qu'on obtient en 
multipliant chaque terme de cette équation (3) par son exposant et divisant 
par X. Si l'on calcule d'une manière quelconque les coëffîciens de a;"~i et 
de x"^ du développement de cette fraction , on aura , en représentant ces 
coëffîciens par ^n - 1 et An y 

Mais Sn^i divisé par iS*„ approche d'autant plus de oc y et <B-n-i divisé par 
@_rt de a~', que n est un plus grand nombre. Donc An divisé par An^i 
approche d'autant plus de la plus grande racine de l'équation (1) , que dans 
la série récurrente on prend des termes plus éloignés du premier. En divisant 
au contraire An^i par An^ le quotient approchera de oc" ^ on a, c'est- 
à'dire il donnera une valeur d'autant plus approchée de la plus petite racine 
de l'équation ( 3 ) , que n sera plus grand. 

Cette analyse a l'avantage de déterminer le numérateur de la fraction 
génératrice de la série récurrente, c'est-à-diré de déterminer les premiers 
termes de cette série que Berkoulli et Euler ont laissés indéterminés. 
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Elle fait voir que si Ton applique la méthode de Bernoulli ainsi déterminée 
aux équations littérales , et qu'on la réduise en formule , elle donnera la 
même formule que le retour des séries. 

340. En rapprochant des numéros a go et 291 ce que nous venons de dire 
depuis n.^ 334, on en tire la conséquence, que 1.° Ja méthode ordinaire 
de New^ton pour augmenter lapproximation vers une des racines d'une 
équation, en substituant dans une même équation les résultats des substitutions 
précédentes; 2.° celle que présente le calcul différentiel, ou celui des déri- 
vations n,° 291 et n."* 290, en réduisant en formule le résultat général de ces 
substitutions ; Z."" celle par les formules du retour des séries ; 4,'' celle où Ton 
emploie la somme des puissances des racines et que Newton indique dans 
son Arithmétique universelle, et 5.** enfin, la méthode de D. Bernoulli, 
par les séries récurrentes, ne sont au fond qu'une seule et même méthode, 
parce que leurs résultats , réduits en formules , offrent les mêmes séries : les 
trois dernières ont l'avantage de ne pas exiger que l'on connoisse d'avance 
une valeur approchée de la racine et ne demandent pas de substitution 
préliminaire. Dans la pratique concernant les équations numériques , la 
dernière de ces méthodes , par les séries récurrentes , avec les déterminations 
indiquées ci- dessus , nous paroit la plus expéditive et la plus facile à employer. 



341. Revenons au problème du n.® 255, en y supposant cependant, pour 
plus de simplicité, m = i; mais prenons, pour Je résoudre, une voie diffé- 
rente de celle que nous avons suivie , et résolvons d'abord la question suivante 
par les procédés ordinaires du calcul différentiel. 

Soit V une fonction de ^, on demande à exprimer (p(ù + A^) par une série 
ordonnée suivant les puissances de Ai^ , mais sans que v entre dans les coëf- 
ficiens de cette série ; A est la caractéristique des différences. 

Puisque l'on suppose <^ fonction de ^5 on a par le théorème de Taylor 
dr d^ V / d.^ i^ 

on a aussi , par le même théorème , ' 

Ç(,+A*)=<p.+^^'.A.+^.(A,)^ +-^^^.(A*)' + e.c. ..(,) 
De plus, puisque v est fonction de ^, donc réciproquement ù est fonction de 
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ç; représentons cette fonction par fç', on aura ^=: fi^, et à causé que, lorsque 
i/ croît de A^, ^ croît de A^, on a ^-j- A^= f(v H- Av) , et <p(^ + a^) = ^f («' + A^ ; 
on a donc aussi, en développant, 

^(. H-A.) =,f.+é^. ^. + ±|fl,. (A.). + j^£l^.(A«)3^e.c. ..(5, 

Je remarque que dans les séries (i) et (^q) dû est constante et dç^ variable; 

dans la série (3) au contraire, à^ est constante et d£v = dû est variable. 

Il s'agit maintenant d'exprimer les coëfficiens de la série (3) en coëfficiens 

des séries ( i ) et ( q ). 

^ r . dcpfr d(p£v dh « 

On a ^f^ = (pi-, ensuite —^^ — = -—r: — ---î— , et parce que i^ z=z t ^ 

d(Bf^ d(Ji/: dû da)ù 1 ., p . dç^ , 

— r — = --r j— = 7 • j- • -tn faisant t- = p , et observant que 

d^ àt dv d^^ dp' dit ^ ^ 

d7 

d^^pf^ j/ . 1 d<pf^ d^^pfi/ d^^fv' 11^ 

— ^ — dérive de — ^7 , et — -—-- de — p- — , etc. , de la même manière 

dv'^ dv ^ dv^ d^^2 » > 

que -4- dérive de ^pf^^ , on trouve , en écrivant -3— (p^ au lieu de ^ , 

pour plus de commodité , 

dCpiv d 

dv ^ dt ^ ^ 



d^Cbîv d , d , d .. 



.(4) 



d4<?)f^ d . d . , d . d ... 

-I^ = P-'-ÂJ^P-'-^^P-'TE^P-'^^''^'^^^ 

et ainsi de suite. La loi est manifeste. 

Comme dû est constante dans les seconds membres , on peut y faire partout 
d^ = 1 , sans y introduire aucun changement , et sans rien ôter de la généralité 
de ces expressions ; on aura donc aussi , pour les coëfficiens de la série (a) , 

^H-1" = p-Kd{p-Kd(pû), ... 

F f f f 
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etc. 

542. Maintenant , si Ton a Téquation 

j z= Cx -+- yx^ + ^x^ 4- bx^ + etc. , (6) 

et qu'on propose de convertir la série 

A -\^ Bx -^ Cx^ -f- Dx^ -H Ex^ -f- etc. (7) 

en une série qui procède suivant les puissances de y , savoir , 

^ + ^ -f- ^^ -f- dy^ + ey^ -4- etc. ; ..... (8) 

on n'a qu'à copiparer ces séries avec (1), (2) et (3) du numéro précédent, 

ce qui donne ^v =y , -^ z= p = C ^ TTTàF^ "^ ^ ' ^^^' ' A = (pt, B — 

dcpt .. d^(pt ^^ . d(ph d^(r)£v 
—j—^ C = ^-= — , etc. : a = 0ft^, o = —r — » ^ = ^-t — » ^^c* 

Donc , en passant des différentiations aux dérivations , les formules ( 5 ) 
donneront , . 

b = ê^-^D.^, 

(9) 

a = \ g-'D.(g--D.(g-»D.(g-'D.^))), 

etc. 
Mais on aura soin d'observer, que, puisque -r- est le coefficient du second terme 

dans l'équation ( 1 ) , Ê" doit ici être regardé dans les dérivations comme un 
second terme, comme égal à d. 05; de sorte qu'on fera (n.^ 121) d. C = 2y , 
D. y = 3j, D. J = 4g, etc.; on regardera aussi vi.A comme un second terme; 
et les dérivations s'exécuteront par la méthode du §. I.^^ de l'article premier. 

545. Ce cas étant compris dans celui du problème du n.^ ^bb ^ il suffit de 
faire m = 1 ^x. xç -=. y dans le théorème du n.^' a5 7 pour avoir une autre 
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solution ; la comparaison de ces deux solutions donne le théorème suivant. 

Théorème. 
On a toujours 

et généralement 



1. Q. 3 ...(//— l)// A^ 

g*-* étant répété ^z fois dans le premier membre de cette dernière équation. 
Pour effectuer les dérivations dans les premiers membres de ces équations, on 
emploira la méthode non simplifiée du §. I.^^ de l'article premier, en consi- 
dérant Ç et D,^ comme des seconds termes. Mais dans les seconds membres, 
qu on développera par les méthodes simplifiées , il faudra considérer fi* comme 
un premier terme et d. ^ comme un second terme. 

Il n'est pas rare de trouver des formules de la forme des premiers membres 
de ces équations , et le présent théorème sert à les mettre sous une autre forme , 
plus simple et plus facile à développer. 

344- Corollaire. Si l'on fait d. ^ = a , on aura 



1. 2. 3. 4 
et généralement 

1. Q. 3 . . .72 ^ / // ^ÎT 

pourvu qu'on regarde 5*comme un second terme d. « dans les premiers membres, 
et comme un premier terme dans les seconds membres. 

On se tromperoit si l'on croyoit qu'on a aussi , sous la même condition , 

— J-y^D.(^D.C)=:yp^Ç^ ^j_l_^ ^O, (g^D. (Cd.^)) == ip3. ^4 , etC. ; 

ainsi quil est aisé de le voir en développant. 
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545. Suivons encore une voie différente pour résoudre le problème du n.^ 
q35 , en supposant, pour plus de simplicité, que m soit = — 1 , de manière 
que ce problème se ramène à Ténoncé suivant : 
Étant donnée la série 

A ^- Bx H- Cx^ -h Dx^ -h Ex^ + etc. , ( i ) 

on propose de la transformer en une autre de la forme 

a "\-- by ^ cy"^ + dy'^ + ey'^ ~h- etc. , (a ) 

la relation entre a; etj^ étant donnée par Féquation 

X 

^ 6* -H y^ H- ^x"- -H g.x;5 ^ etc. * ^ ^ 



L'équation (3) donnant 

X = 7(C + D.Ç.o; + p2.g».^2 4^ p5.C^^ -4- etc.), (4) 

et X' = y\Q' -4- D. C. X -4- p2. Ç'-. a;2 + p3. g'r^ ^3 .^-- etc. ) ; (5) 

on voit qu'il suffit d'éliminer x de la série (1); à cet effet, on peut substituer 
dans(i) à la place de x et de ses puissances les valeurs qu offrent les seconds 
membres de (4) et de (3), et Ton aura un résultat mêlé de j^ et de a;, dans 
lequel on fera de nouveau des substitutions pareilles à la place de x et de ses 
puissances; et en continuant ainsi on obtiendra une suite de termes affectés 
dejK» /^7 JK^) Gtc. , c'est-à-dire les premiers termes de la série (2). Cette 
manière est ce qu'on appelle la méthode des substitutions successives. On 
peut la simplifier et la rendre bien propre à faire trouver la loi que suivent 
les coëfficiens Z», c, ^, e, etc. , par le procédé suivant. 

Après avoir donné à la série ( 1 ) la forme 

A 4- Bx 4- Ti.B.x'^ 4- p2.^.^3 ^4^ p3.i?.^4 -H etc., ....(6) 

où B est considéré comme un premier terme, je tire de l'équation (4) celle-ci 

1 = x-'j(^ H- ».Ca? 4- p^.C-x^ ^ r)3. e*.a;3 -f- p4. C ^^ 4- etc.) ; ..(7) 
je multiplie le premier terme A de la série (6) par 1 , premier membre de (7), 
et tous les autres ternies de ( 6 ) par le second membre de ( 7 ) ; de cette 
manière la valeur de ( 6 ) ne change pas , et j'ai 



A 4- QB.y + ë'D. B 
4-- D.Ç.^ 



xy -+- I^Y^.B 
4- n. C i>. B 



oo'^y 4" fp5.^ 
4- ii.CB\B 

-h p2.CD.i5 

-h- p3.^,D.^ 



xy 

4-etc. , ..(8) 

<»^nression 






^ H-etc. ..(iq) 
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expression qu'on peut mettre sous la forme suivante (n.^87), en regardant 
B et ë chacun comme un premier terme , 

^ 4- SB.y H- j}.{CB).xy -4- ^^^.{eB).œy ^'^\(eB).x^y -H etc. ..(9) 
Je multiplie à présent par 1 les deux premiers termes de (9), et les termes 
suivans par le second membre de (7), et j'ai 

xf'' H- Sd'^.(CB) xy^ 

+ D.e'.p2.(ei5) +etc. , ...(10) 

et en considérant j).(SB) et C comme des premiers termes, je puis encore 

mettre cette série sous la forme suivante , 

yî^CB.j^eB.{SB).y-^B.{CB,{SB)),xj^ + ^^.(eD.{SB)).xy^- H- etc. . .(11) 

Je multiplie maintenant par 1 les trois premiers termes de (11), et chacun des 

autres termes où x entre encore, par le second membre de (7); ce qui donne 

A ^SB.f + SB.{CB).j^^SB.iCMeB)).y^ 4- €d-^CMCB)) 

H-D,^D.(eD.(^5)) 

En regardant encore d. (ê*D. (6*5)) comme un premier terme, le coefficient de 

xjy'^ dans ( iQ ) peut prendre la forme d. (€*d. (S'd. (SB))) ; et en multipliant par 

1 les quatre premiers termes de (12), et les suivans par le second membre 

de (7), j'ai 

a -h- /j'y -\- cy"^ + cly'^ + ^4 -f- etc. = 

A^QB.y ^SD.{CB)y'-\-Su.{CB. SB)).y^ ^Cn.(Ci>.(Cv.{eB))).y^-^ etc. ..(iJ) 

La loi qui règne dans ces coëfficiens de (i3) se présente d'elle-même; et si 

l'on fait attention a la marche du procédé?^, il est visible quelle s'étend à 

tous les coëfficiens suivans. 

Ce cas se résoud aussi par la formule (iv) du n.° 259, si Ton y fait m= 1 
et ocç-'* =JK? ^t ^^ comparant les coëfficiens de y ^y^^y^^ etc. que donnent 
les deux solutions , on arrive à ce théorème : 

On a toujours 

et généralement 

^P-(^ç-( ^p.(e^)- • •)) = f^ç'—.CCM).^); 

G g g g 
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pourvu que dans les premiers membres on regarde toujours ce qui suit chaque 
D comme un premier terme indépendant , de sorte qu en développant on prenne 
toujours les dérivées divisées , en écrivant p^^ au lieu de d. d. , p5. au lieu 
de u. p2, , etc. C est pour cette raison que , contre notre usage ordinaire , 
nous avons mis le c au-dessous de tous les d , quoiqu'ils n aient chacun que 
l'indice i. 5 et f au reste sont aussi des premiers termes. Dans les seconds 
membres C est toujours un premier terme et d. -^ un second. 

346. Ayant la même série (1) que dans le numéro précédent, et l'équation 

j = oc(C •+- y^ -H Soc^ H- soo^ 4- etc.)-'« , (i5) 

on met cette équation sous cette forme 

1 = cc-^j{S -+- y 00 -f- Sx^ + soo^ H- etc.)'", 
ou , en développant , 

1 = a?-ij(C'" + D.S'^.x -f- p^.e^'w.^s ^_ p3.g^i«.a;5 -f- etc.), ...(16) 
et en procédant comme nous venons de le faire dans ce qui précède , on 
trouve la série ( 1 ) égale à 

A -f- C'^B.y + e'"p.(^'«J?).j2 + ^'«p.(e''«p.(e'»i5)).j3 + etc. ...(17) 
Cette solution, comparée avec celle du n.^ qSq, donne ce qui suit. 

Théorème. 
On a toujours 

e'»p.(C-p.(e-p.(f-^))) ^ ip5.(f4«D.^), ^^^(^g>^ 

etc. et généralement 

f-p.(^-p.(^-p.(. . . .e-p.(e-5). . .))) = ip-i.(C-i).^). 

En développant les premiers membres il faut regarder B et S"^ comme des 
premiers termes , et encore comme un premier terme tout ce qui suit chaque 
p ; c'est-à-dire , mettre partout p^. au lieu de d.d. , p5. au lieu de u.p^. , etc. On 
n'exécute les multiplications par Q^ et par ses dérivées qu'après avoir fait la 
dérivation p. Dans les seconds membres g* et -^ sont des premiers termes. 

547. Ce théorème s'applique à tous les cas précédens depuis n.° 341 ; car 
en réfléchissant au procédé que nous avons suivi , il est évident que , dans 
(î5) et dans les formules (18), m peut être quelconque positif, négatif, 
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fractionnaire , etc. Ainsi , en faisant m, successivement = — i et = i , et 
B = Ji'A = 1 ^ on a , sous les conditions du théorème , 

etc. etc. 

Comparez avec le n.^ 344. 



348. La forme des expressions précédentes et Tusage particulier que Von y 
fait du signe d se retrouvent dans le problème suivant , qui est d'un genre 
différent de ceux que nous avons résolus jusquici. 
Transformer la série 

A -\- Bx + Cx^ H- Dx'^ + Ex^ + etc. ( 1 ) 

en une autre de cette forme 

bx cx^ 



a-+- 



ë+yx + âx^- + etc. {C+yx+ Sx'-+etc.){C' +Yx + S'x'- + eic.) 

dx^ 



^ (C+ yx+Ja;2 + etc.)(C'+ ya;+ (J^x2+ etc.)(r^+y"a? +cJ"x2 +etc.) ^^^^' 



..(Q) 



Je représente la série (q) par 

a -+- ÙXQ-"^ 4- cx'^ç-^ç^-'^ -4- dx'^g-'^g^-^ç^^-'^ -+- etc. (3) 

Puisque (1 ) est égale à (3), a: étant quelconque , on a d abord a =: A; et 
après avoir ôté A dune part et a de lautre , et divisé par x^ on trouve 
B^ Cx -+- Dx'^ -^ Ex'^ -^ etc. =zbç''^-^ cxg-'ç^-'^-{-dx^ç''^ç''''ç"-^'-hetc.; 
je multiplie le premier membre par la valeur de g et le second par g même , 

et j'ai ç^ ^ ^^ (ç^). ^^p2. (e*^).a:2 + etc. = è-4- cx^-^-i + dx^-g'-^ g^^-^ + etc. 

Donc b = Ç5. Après avoir ôté ÇB du premier membre et b du second, je 

divise par x^ puis je multiplie le premier membre par la valeur de g^ et le 

second par g^ même , et j'ai 

G'^\ÇB) H- p. (e^p. {QB)),x ^ p^.(^'p. {SB)), x^ -h etc. = c H- J:r,^^^-i 4- etc. 

Donc c ■= Ç'^.(CB). En continuant ainsi, je trouverai les valeurs de r/, e, 

etc. 5 telles qu'on les voit ici 

a = A, d =: e"p.(g*'p.(g*5)), 

b==CB, e = f-p.(C"p.(rp.(C5))), 

c = C'p.(Ç5), etc. 



3o4 



i> u 



C A Tj C U li 



La loi est évidente. On aura soin de regarder ce qui suit chaque D comme 
un premier terme indépendant , et par conséquent de mettre d^. au lieu de 
D, D. , p3. au lieu de d. d^, , etc. 

EuLER, dans la seconde partie de son Calcul différentiel, chap. viii, a 
résolu ce problème pour les cas dés facteurs binômes C-f- yx , Ç^ H-y'o:, etc. , 
et pour celui des facteurs trinômes : il Test ici pour des facteurs polynômes 
quelconques , avec lavantage qu'on arrive facilement à une loi simple. 

Les quantités ë", y, ^^ etc., €"% y', è\ etc. ,6*", y", J", etc. étant arbitraires , 
on peut aussi se servir de la solution précédente , et même en quelque sorte 
avec plus de généralité que de celle du n.° q5 7 , pour rendre une série 
convergente à volonté. 



349. Les formules de cet article conduisent quelquefois à des théorèmes 
qu'on fera bien de recueillir pour sen servir dans l'occasion. En voici un 
qui peut servir d'exemple. 

Si dans la formule (iv) du n.^ 25; , on met au lieu de g sa valeur 1^ -\- yx 
Sx"^ -H- etc. , partant au lieu de g''"' la série S'"^ ■+■ d. C^- x H- p2. Ç'^. x^ + etc. , 
et qu'après les substitutions on ordonne suivant les puissances de a: ; il est 
clair qu'on doit retrouver la série A + Bx -h Cx^ H- etc. On aura donc 
A -^ £x -h- Cx^ + J^x^ + Ex^ -h- etc. = 






+ f D. (d. a. e*-2m), p. Ç^m 



X^ 



X^ 



etc. ; 



+ jp2.(D.y^.e^-3'«).D.ë^3. 
+ ip3.(D.^.e-4'«).e4- 

ce qui donne , pour le terme général , le théorème suivant : 

On a toujours quels que soient A ^ S et m ^ C étant même arbitraire , 

-+-etc H 1)"-^. (o. A.C-(.''-^)'").j).ë(''-'1'" -h -rt"-'. (j). J.C-"'"). C"" } 

et le n.° Q5g fait voir qu'on peut échanger entre eux — m et -h m. 

ARTICLE 
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ARTICLE SIXIÈME. 

Usages des dérivations dans le calcul différentiel. 

35o. Les quantités «;, S", y> <^i etc. qui entrent dans les dérivations ne 
dépendent pas nécessairement les unes des autres , elles peuvent être quel- 
conques ; on voit donc que les cas où ces quantités elles - mêmes sont liées 
entre elles , soit en dérivant réellement les unes des autres , comme les 

d^.x 
différentielles àx , , etc. , soit autrement , sont compris dans le cas 

I • À 

général des dérivations ; et qu'ainsi le calcul différentiel peut être regardé 
comme un cas particulier de celui des dérivations. Comme nous avons donné 
des méthodes abrégées pour faire les dérivations , nous allons en montrer 
l'application aux différentiations ; elles serviront à simplifier la pratique du 
calcul différentiel , principalement dans les cas où les différentielles des 
variables sont elles-mêmes variables. 

55 1. Commençons par appliquer aux différentiations des fonctions à une 
seule variable les méthodes simplifiées de dérivation des §§.II et III de l'article 
premier. 

Pour le faire avec plus de clarté , il ne sera pas inutile de m'ontrer , mieux 
que nous ne l'avons fait jusqu'ici, les relations des dérivées avec les différen- 
tielles , et de fixer l'idée exacte qu'on doit attacher à celles - ci dans la vraie 
théorie du calcul différentiel. 

Soitj- une fonction quelconque de x , qu'on peut représenter par cpjc, que 
/Sj marque la différence entre l'état primitif àe y ^ et ce que devient cette 
même fonction lorsque la variable x augmente de la quantité quelconque A^ : 
nous nommons ù^y la différence entière, ou simplement la différence, ou 
V incrément àe y. On a coutume âiSL^^eler lSy\3.diffé7^encefnie) mais comme 
il convient de bannir tout ce qui a rapport aux idées vagues d'infiniment- 
petits, nous croyons devoir omettre la qualification àe finie. 

La différence de la fonction y étant égale k (p{x + Isx) — (p x ^ on a, par 
les n.°^ Q et lo , 

^y =. D(pa;.Aar + .^!2f..(Ax)2 4- ^ ^'^ .(Ax)^^H- etc. , (i) 

ou bien, par les n.^^ 2 , 10 et 39 , 

H h h h 
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AjK = D.JK.Ao: + P^.J.(A.t)^ h^ p5.^.(A;r)5 ^ etc. , ... .(2) 

où D^x dérive de (po: , D^^px de 0(^0:, D5(pa: de d^^x , toujours par la même 
loi. Les différentielles de la fonction j sont les termes des différens ordres 
qui composent la série égale à la différence ^y. Ces termes, si l'on en supprime 
les dénominateurs numériques 1.2, 1. q.3, etc. se nomment simplement 
différentielles ; et nous proposons de nommer différentielles dii'isées ces 
mêmes termes de la série de Aj , en conservant leurs dénominateurs numé- 
riques. Ainsi en particulier 

ii(px./Sx ou lù.j./Sx est la différentielle première de (^x ou r, 
D2^x.(Aa:)2 ou u^.j.fAa:)^ est la différentielle seconde^ 
jy^(px.{^xf ou Jy^.y.{^xf est la différentielle troisième^ 
etc. etc. 



T)^(pX 
1. Q 

J)^(J)X 



(Axy ou p2.j.(Aa:)2 est la différentiel te seconde dinsée , 
{^xf ou p5.j.(Aa:)5 est la différentielle troisième divisée, 



1.Q.3 

etc. etc. 

On voit que dans Tacception dans laquelle nous prenons le mot différen- 
tielle f il signifie simplement un terme , une portion de la différence ; et que , 
comparées aux dérivées , les différentielles ne sont autre chose que les dérivées 
multipliées par les puissances respectives de la quantité A a; , par rapport 
auxquelles on ordonne le développement de (p{x -^^ /Sx). Les différentielles, 
pour nous, sont toujours de véritables quantités, finies, assignables, et non 
des infiniment -petits, ni même des limites (*), 

35i2. De même qu'on se sert de la notation Sy pour marquer la différence 
entière de j^, on est convenu d employer les notations ày ^ dy ^ dV, etc. 
pour marquer ses différentielles successives , d étant une simple caractéris- 
tique ; on a ainsi 

dy z=: j}(px./Sx^ d'^y = j}'^(px.{/Sxy ^ d^y = i)^^:r.(Aa:)5, etc. ..(3) 
et Ar = dy H d^y H ^ d^y H — d4y -f. etc. . .(4) 

^ ^ 1. Q "^ 1.Q.3 *^ l.Q. 3. 4 «^ ^^ 

On a aussi Sfénéralement Ax = dx H d^x -+- etc. ; mais si dx n'est 

^ 1. Q 



(*) Ce qui est dit des différentielles non divisées dans ce numéro et dans le suivant est extrait de mon 
Essai sur des principes de calcul différentiel et de calcul intégral indépendans de la théorie des infinimcnt\, 
petits et de celle des limites y mémoire qui fut présenté en 1789 à l'Académie des sciences de Paris, 
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plus variable , d^x , d^x , etc. sont zéro , et Ton a Ax =: dx : changeant donc 
A en d dans les équations ( 3 ) , elles deviennent 

dy = B(px.dxy d-y = Ji-(px.dx- ^ d^j z=r j^^Cpx.dx^ ^ etc., •••(5) 

Pour simplifier et pour nous conformer à l'usage reçu , nous écrivons da:^, 
dx^, dx^ au lieu de (dx)-, (dx)^, {^^Y ^ nous le ferons tant quil ny aura 
point d'équivoque à craindre, et alors nous indiquerons la différentielle de a;'» 
par d(x"). 

Les expressions D^x.dx, D^(px. dx^, etc. ont sur celles«ci D(px.Ax, D2(px.(Ax)2, 
etc. l'avantage de faire connoitre par elles-méme quelles ne représentent pas 
des différences entières , mais seulement des différentielles. 

On tire des équations (3) celles-ci 

^= ^^^^ -^ = J^^Cpoo, -^= ^^(poo, etc., (5) 

où les seconds membres Ti(px ^ •D'^(px^ iy^(px^ etc. , et partant aussi les premiers, 
sont des fonctions de œ sans A^ ou dr, c'est-à-dire des quantités indépen- 
dantes de /Sx ou dx. On a nommé ces expressions (6) des rapports différentiels, 
des coëfflciens différentiels ; comme elles sont précisément la même chose 
que ce que nous avons nommé jusqu'ici des dérivées , nous leur conserverons 
ce dernier nom. Substituant ces expressions dans la série (i) de Aj, et 
dénotant par y la quantité y 4- Ajy , c'est-à-dire , ce que devient j lorsque 
X devient x -\- Ax , on a 

c'est le théorème de Taylor. 

Comme -p^, . , etc. dans cette série sont indépendans de Ax et de 
dx dx- ^ 

dx, il est clair qu'il n'est pas nécessaire que dans cette série dx soit égal à 
Ax, dx peut être tout ce qu'on voudra, pourvu que dans djy^ d'y y etc. on 
prenne pour dx la même valeur ; on pourroit donc aussi regarder dx comme 

= 1 dans --^, -^^ , etc. , ainsi que nous le faisons à l'égard deux dans D(px, 

B2(px , etc. 

Pour éviter les expressions fractionnaires , nous proposons d'introduire dans 
le calcul différentiel , pour désigner les différentielles divisées j des signes 
semblables à ceux qui nous ont si bien servi jusqu'à présent pour les dérivées 

divisées : nous proposons donc d'écrire dy au lieu de — ^, cpj au lieu de 



3o8 DU CALCUL 

— ^—. et en vénérai cl«y au lieu de ^ — , le dénominateur indiqué par 

1. '2, 3 ' ^ "" ^ 1. 2... ^ 1 r 

le c au-dessous du d étant partout le produit de tous les nombres naturels 
depuis 1 jusqua n qui est égal à Tindice de d, tout de même que n.° 3 g. 

Nous désimerons même à l'avenir les coëfficiens différentiels — r— , — — , 

^ dx i.Q.dx^* 

Q^TT ' ^^ étant invariable, par c)(pa;, ô^cpx, ^^(px, etc., ce qui est 

la même chose que les dérivées D(px , p^(pa:, p^cpx , etc. : et même lorsqu'on 
regarde y comme fonction de x, et do: comme invariable, nous écrirons 

V'^-J' f-y-> etc- au lieu de -^, 77^^' TTiri^ ' ^^''' ' *^''"' '^^ 
cas, il ne faut pas regarder j^ comme la variable, mais comme le signe abrégé 
de la fonction de la variable x. Il est essentiel de ne pas confondre les ô 
avec les d : les b servent à indiquer des dérivées, les signes d désigneront 
toujours des différentielles , en conservant leur signification ordinaire. Nous 
n'avons pas voulu nous servir de points après les d , comme nous le faisons 
pour les D et les ô , afin de ne pas trop nous écarter des notations reçues 
dans le calcul différentiel. 

553. Après ces éclaircissemens , proposons - nous la question suivante : 
Soit V ou (px une fonction quelconque de x^ et que àx soit variable 
d'une manière quelconque , ensorte que la différentielle de Ax soit d^.r, que 
celle de à^x soit à?x , et ainsi de suite ; supposons de plus qu'on ait calculé 

^ ^ -^« , , ,. à(bx d^ (?).?; d^^(hx , 

o(px ^ d^(px y o^<px , etc., cest-a-dn^e --7^- — , — 7-^ , ■ ^ , etc., lorsque 

tl X Ci X" (J. X 

dx est constante : on demande à déduire les unes des autres, tout réduites 
et de la manière la plus prompte , les différentielles successives divisées et 
non divisées de P^ ou (px. 

354. Puisque dx est variable, il faut considérer x lui-même comme une 
fonction connue ou inconnue d'une quantité t dont on regardera la différen- 
tielle dt comme invariable : ainsi représentant x par f^, si ^ devient t + A^, 
ou ^ H- r en mettant r au lieu de A^, x deviendra 

etc. , (1) 





.-c-f- 


dx 

dt 


• r 
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X 
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d"^x 
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r 
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t5 + etc. : 



et. 



.(4) 
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et, puisque 7^== (px^ on aura aussi V =. (pït =.Tt ^ en mettant F au lieu 
du double signe (pf; donc /^, qui est fonction prochaine de a:, peut aussi 
être regardé comme fonction éloignée de ^; ^, lorsque t devient ^ -H r , 
Ton aura pour /^ + A /^, 

^ d/: l.Q. d^2 1. Q. 3. d^5 

d:r d^o; ^ d^o: ^ ^ ....(i; 

ou bien , en employant nos notations , 

âV à^y à^V - 

^(^ ^_ __ .^ + ^ . ^. + ^ . ^3 + etc. ). 

Cette équation devant subsister quel que soit r, il n'y aura qu'à développer 
le second membre suivant les puissances de r; le coefficient de r" de ce 

développement sera égal à -r-j , c'est - à - dire à la dérivée divisée 

de V de Tordre n\ et , en multipliant ce coefficient par d^" , il sera égal à 
d«/^, c'est-à-dire à la différentielle divisée de V de l'ordre n. 

355. Pour effectuer ce développement par nos règles du §. II de Tarticle 
premier, il suffît de comparer le second membre de l'équation (3) ou (4) avec 

(piot + g'r -H yr^ -4- ^r^ + etc.), 
ou 

(p[^oc H- D. ^.r + p-. ctf. r^ H- d^. a;. r^ -j- etc.). 

Cette comparaison donne a ^=. x ^ Ç = d. oj = --p , y =r p'^. oc -==• ^-7— 

d-^jc n d^,xî d^T 

=: i^ , d" = p5. oc=i ^ , = ij^ etc. , et fait voir qu'on peut appliquer 

ici la règle du n.^ 3o , avec cette seule modification qu'en mettant d au lieu 
de D , chaque fois que, d'après la règle du n.^ 3o , on change une lettre dans 
la suivante , ou qu'on change p^û^ en p'^+i. «j, ici il faut augmenter de l'unité 
l'indice de d devant a?, diviser par cet exposant augmenté et par d^, ou 

d'^v'^ d'^ "^ ' .se 

changer ^r— - en ^ ^ . En suivant ainsi la règle du n.° 3o, on déduira les 

unes des autres les dérivées successives de V ^ déjà tout réduites et sans 
qu'on ait besoin de faire ni substitutions ni réductions , comme il suit : 

T " * • 
I 1 1 1 
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dy d(px dx 

'dF "dï di ^ 

d^F^ d(px d'^x d^(px / ^^ \^ 

TTôTdF dx ' 1. Q. d^2 "^ i.<2. d^2 • \^) ' ( / 

d^F^ d(px d'^x d^(px dx d^x d^^x dx.^ 

i.2.3.dù^~~d^* i.2.3.dz^3 ^ i.Q.dx^ '^37 i.Q.dù^ ^ i.Q.3.dx3'W^ ' 

d4/^ d^px d4a: d^^po: r dx d'^x d^o: -^^ 

i.2.3.4.d^4 Idx i.Q.3.4.di^4 "^ i. q. dx^ |^dF i. 5. 3. d/^3 + ^77^757^^ J 

"^ 1.2.3. da;5 ' ^37^ IT^TdF "^ 7. Q.3.4. da;4 * W^ ' 
et ainsi de suite. 

356. Si au lieu des dérivées , on veut déduire les unes des autres les diffé- 
rentielles divisées ; on voit que, tous les termes de chacune des formules (3) 
que nous venons de trouver étant divisés par la même puissance de d^, il 
sufEt de multiplier par les d^; ainsi, en suivant la règle du n.^ 3o, et faisant 
usage des notations proposées au n.*^ 35 q , on déduira sur-le-champ les unes 
des autres les différentielles de f^ = Çx tout réduites , comme il suit : 

dP^ = ^(px. dx , 

^^F^ =z ^(px. d^x -f- 'à^(px. dx^ , 

§3/>^ z= ^^(px. ipx -4- '^^Çx, 2da;. d^x -h ^^vpo:. dx'^ , 

^4/^ =: d^px. d^x -+- ^^(px. { 2da:. cpx -+- {d-xY] -h ^^<p^- 3da;2. d^x H-ô4{p:r. dx4, 

cJ5/^ = d(px.d^x -+- 'b'^(px,\2dx.iy^x + 2d2a:. d^x} 

-+-ô3ç.ar. {3da;2.d% 4- 3da:(d^a:)^} + 'à^^(px.^dx\d^x + 'd^(px.dx^ , 
et ainsi de suite. 

357. Si Ion veut déduire les unes des autres les différentielles non divisées 
de /^, ce qu on demande ordinairement dans le calcul différentiel ; avant 
de faire sur le développement de la différentielle donnée d"/^, les dérivations 
dont nous venons de parler dans le numéro précédent , il suffit, conformément 
à la règle du n.^ 35 , de multiplier tous les termes de d'^/^par l'indice ^+1 
de la différentielle suivante d'^^^F. On aura ainsi: 

dF z=z 'd(px. dx y 

d^F 7=z ^(px.d^a: + b^^x.dx^ , 

d^f^ = 'àqix.d^x + 'à^Çx.Sdx.d^x + 'à'^^px. dx'^ y 
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cl4K = 'd(px.d^x + 'd^(px.{idx.d^x + 3(d2a:)2| H- 'd^Çx.ôdxKd^x --H M^or.dx^ , 

d5/>^ = ô^ar.d^o: + ^^(px.{5dx.d^^x H- lod^ar.d^j 

+ 'd'^(px. \ iodar2.d% + i5dx. {d^xY} + c)4^x. lodo^^.d^o: H- 'd^(px. dx^ ^ 

d^'F = ^(px.d^x + 'b^(px.{6dx.d^x H- i5d2x.d4x H- io(d2a:)2| 

+ cy3(px.{i5dx^d4a: + 3oda:.2d2a:.d3ar + i5(d\T)^| 

-h ô^(pa:.{2odx5.d% + ^5dx\{d''xy} + cy5ç):i:. i5dx4,d2a: H- ô<^(pa:.dx^. 
On continuera ainsi, sans s'arrêter, autant qu'on voudra : les coëfficiens numé- 
riques réduits se forment toujours sans embarras à mesure qu'on avance. 

358. L'importance des procédés dont nous venons d^ faire usage , nous 
engage d'en donner l'énoncé, et nous fait penser qu'on ne taxera pas de 
superflues les règles suivantes , quoiqu'elles ne soient qu'une traduction de 
celles des n.°^ 3o et 35, traductions très -faciles à faire, lorsqu'on a bien 
saisi les relations entre les différentielles et les dérivées en général. 

RÈGLE. Pour déduire une différentielle divisée d'une fonction de Xy d'un 
ordre quelconque tti -\- \ , de celle de l'ordre précédent m y c'est-à-dire pour 
déduire le développement de d^+^(px de celui de d^(px, dx étant variable: 

Dans chaque ternie du développement donné de d^Cpx y on ne fait varier 
que la seule différentielle de x de V ordre le plus haut ^ et en outre celle 
de l'ordre inférieur de V unité , si elle se trouve dans le terme : on augmente 
de V unité l'indice de chaque différentielle de x qu on fait varier y et Von 
divise par cet indice augmenté ^ c'est- à- dire on écrit dJ^'^^x au lieu de 
d^x. On divise de plus par l' exposant de chaque puissance nouvelle qui se 
forme dans le cours du calcul. 

369. RÈGLE. Pour déduire une différentielle non divisée d^^^ (^x de celle 
de l'ordre inférieur de l'unité d"^(px , qu'on suppose développée ; multipliez 
chacun des termes du développement de d^Cpxpar ttz -+• 1 , indice de l'ordre 
de la différentielle cherchée; puis suivez exactement la règle précédente. 

36o. Ayant la différentielle d^^Cpx développée , si l'on veut en déduire celle 
qui la précède , d^-^Cpx^et qui est de l'ordre moindre de l'unité , on conclura 
sans peine de la règle du n,° 36 une règle pareille et inverse de celle ci-dessus 
n.o 338. Le lecteur en formera facilement l'énoncé, s'il le juge nécessaire. 
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36 1. Le principal avantage de nos méthodes abrégées consiste à faire trouver 
sur-le-champ une différentielle d'un ordre quelconque, où dx est variable, 
sans passer par les différentielles des ordres inférieurs. Faisons donc encore 
voir comment le théorème du n.^ qo et les règles données dans le § 111 de 
larticle premier s'appliquent à la solution du problème suivant. 

Soit F ou (px une fonction quelconque de x , et que dx soit variable , 
on demande immédiatement la différentielle divisée et non divisée de Tordre 
72 de /^, c'est-à-dire le développement de d'^y ou d'^(px et de d^^F^ ou d"(pa:, 
en supposant qu'on ait déjà calculé ou qu'on connoisse b(px, Ô2^x, ô^^px, etc. 

362. Pour la différentielle divisée , on a d'abord par le n.° qo , 
d''(px = ô«Ç):r.(da:)« -+- 'd^-^ (px.d{dxy-^ + ^''- ^(px.d^(dxy-^ 

4- etc. -f- ^^(px.d""^(dxy H- B(pa:.d«-ï(da:): 
il ne reste plus qu'à développer (do:)", d(dj:)"-' , d^{dxy-'^ y etc., en 
appliquant la règle du n.° 43 ; ou à déduire les uns des autres les dévelop- 
pemens de d^'-^{dx) ^ d^-^{dxy j d^'-'^(dx)'^^ etc., dans l'ordre inverse du 
précédent, en appliquant la règle du n." 47 ; on considérera toujours dx 
comme une première quantité , c'est-à-dire qu'on écrira d^x au lieu de d^~^ (dx); 
d^-^x au lieu de d'^-^Cdx), etc. 

Exemple. Supposons qu'on demande la différentielle sixième divisée d^cpx. 
On aura sur-le-champ : 

d^(px = ^^(por.do:^ + d^^px.Sdx^.d^x + Ô4^a:. { 4 da;^. d^x. H- 6da:^(d2a:)2 1 
+ 'd'^(px.{3dx^.cUx 4- Sdx.^d^x.ipx -H (d'x)3| 
+ ô^^P^-l^dx. d^o: 4- Qd2a:.d4a: -^{d^xy] + 'd(px.d<^x. 

363. Pour la différentielle d"(pa: non divisée, la règle se déduit des n,°^ 20 
et 45 , et on peut la réduire à l'énoncé suivant : 

RÈGLE. Apres avoir écrit successivement 7)"(px, 'à^-^(px , ^^-^(px, etc, ; 
pour déduire les uns des autres et de dx^, facteur de^^Cpx , les facteurs de 
ô''~^<pa:,ô''""^(pa:, etc. , dans le facteur trouvé on multiplie chaque terme par 
l'exposant de la puissance dedx qui l'affecte, puis on diminue cet exposant de 
V unités Après cette préparation , on fait Darier dans chaque terme du fadeur 
trouvé la différentielle de dx de V ordre le plus haut, et encore celle de V ordre 
immédiatement moindre que la plus haute , si elle se trouve dans le terme : 
on divise par chaque indice quoti a augmenté , et de plus par V exposant 
de chaque nouvelle puissance qui se form&dans le cours de l'opération. 

De 
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De cette manière, de 'd^(px.dx'*^ différentielle /z'^"** de (pxy dx étant invariable, 
on déduira, sur-le-champ et sans s arrêter , tous les termes qu'il faut ajouter à 
'd^(px,dx'^ ^ pour avoir d"-(px^ lorsque dx est variable. 

Exemples. On demande le développement de d^(px et de d7(pa:, do: étant 
variable. 

On a 'à^cpx.dx^ pour premier terme de d^(pxi de là on déduit les autres 
comme il suit : 
d^(px = 'd^(px.dx^ •+• b5(px. -^dx4. d^o: 



'à^Çx. \ ' '^ dx^. d^x H L_i± — dx'^.{d'^xy] 



Q. 3 Q. 2.2. 

^- ,6.3.4.3., ,, 6.3.4.3.Q, , ,„ 6.5.4.3.'2. 1 ,, ^-, 
^^^(hxA ^ — dx^A^x-\ î — ^dx. ^d'^xA^x H 2 (^2^)^ 

^ ^ 2.3.4 2.2.2.3 2.2.2.2.3 ^ ^ * 

- , 6.5.4.3.2 , Tc 6.5.4.3.2 ,^ ,, 6.5.4.3.2 . ,- . . 

H-^ô^^o:. r^ -^dx.d^x-\ ^ 2daa:.d4a: H n n id^xY\ 

^ ^ 2. 3. 4. 5 2. 2.2.3.4 2.2.2.3.3 ^ ^ ^ 

-+- 'àcpx. d^o:. 

Quand on aura acquis un peu d'habitude à pratiquer la règle , on fera bien 

de réduire tout de suite les coëfficiens numériques, et Ton trouvera ainsi 

sur-le-champ 

d^Cpx = 'b^q).dx^ -4- ô^^p^. i5da:4. d^o: -{- 'b^(px.\2odx'^.d^x + 45da:^.(d5a:)^} 

-+- ^'^(px\i5dx'^.d^x -j- 3oda:. 2d2a:. d^o; -+- i5(d2a:)3| 

H- ^^(px.{(>dx.d^x M- i5d2a:.d4:r + I0(d3a:;^j -+- ô^par.d^^x. 

On aura pareillement, pour dl^x^ en déduisant tout du seul premier terme 

'dKpx.dxl y 

dl(px =z ^7(px.dx7 -4- 'd^'(px.2idx^.d^x 

-H 'd'^ (px.\3 5 dx^.d^x H- io5dx5. (d^a:)^} 

H- 'd^^(px.\35dx'^.d^x -H 2 1 o d a;^. d^x. d^x -f- io5da:. (d*a:)^| 

-4- ^^(px.{<2idx\d^x -f- io5dx.d^a:.d4a:-4- 7oda:.(d%)* -f- io5(d2a:)^.d^x| 

4- Ô2(px. {7da:.d<^:r -4- Qid^o^.d^o: + 35d5a:. d4a:| + dÇx.dlx. 

364. On formera aussi sans peine, d après les n.°^ 47 et 49 1 une règle pour 
calculer sur-le-champ la différentielle divisée d'^^a;, ou, d'après le n.^ 5o, 
une règle pour calculer la différentielle non divisée d^cpx^ en partant, non 
du terme ^^(px.dx^ ou 'd^(px. dx^y mais bien du terme ^(px.d'^x ou ^(px.d'^x. 
Comme ces sortes de traductions de règles n'ont point de difficulté, je les 
laisse à faire au lecteur. 

K k k k 
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365. Lorsqu'on a une fonction quelconque de :r, et que àx est invariable, 
nos méthodes abrégées de dérivation servent encore , soit à faciliter les diffé- 
rentiations successives , soit à faire trouver immédiatement lexpression de la 
dérivée ou de la différentielle d'un ordre quelconque. Des exemples vont 
en indiquer la manière. 

Soit F = (p{a -{- bx -+- cx^ H- dx^ -+- ex^] , 
pour en avoir la différentielle de Tordre 7t , dx étant invariable ; il est visible 
qu'en mettant a: H- dx à la place de a: , la différentielle divisée de l'ordre n 
n'est autre chose que le terme affecté de dx"^ dans le développement de 

(p{a +. b{x -h dx) + c{x -H dxy + d{x -H da:)^ + e{x + dx)^\. 
Je développe d'abord le polynôme de cette fonction suivant les puissances de 
dx , ce qui se fait très-facilement en prenant les différentielles successives divisées 
du polynôme a-\-bx -]- cx^ + dx^ --hex^ , dx étant constante ; on trouve ainsi 
ia -+- bx -i- cx^ + dx^ -H ex-^ -H (^ -4- Qco: + 3dx^ + \ex^)dx] 
\ -f- (c + 'idx + ^ex^)dx'^ + {d -+- ^ex)dx^ -4- e.dx^) 

formule qu'on peut représenter ainsi , en faisant a -\- bx -{' cx^ -+- dx^ -H ex^ 

^^' (p\X ^ ^.X.dx H- ^\XAx'^ + ^\X.dx^ -H ^^.X.dx^\ : 
je la mets sous la forme 

V =:z (p[oc + Ç^dx -^ y. dx2 -H Idx'^ H- g. da:4}. 
On peut appliquer à présent nos règles de dérivation en faisant varier oc , 
S*, etc. ; et l'on aura, pour la différentielle 72'^""^ divisée et non divisée , 

d'^F = D'». (f)a:. dx'^ , et d'»/^ = D^ (poj. d:r" ; 
développant la première expression par le n.° q2 , on a pour le coefficient 

de dx% ^^7^= p^cpa.ff'^ + B«-ï(pa5.D.e^«-i + ç^-^^^. p2Çn-2 

+ p'^-^(pflj. p5. Ê*«--2 + p"-4(p^. p4£*«-4 ~f- etc.; 
on développera les quantités en S par la règle du n.^ 43 , puis on remettra 
au lieu de c^ , 6", y ^ h s leurs valeurs : la série sera toujours terminée. 
Si Ton veut avoir la dérivée non divisée , on aura par le n.^ 45 

4- D«-3(Pd;^. 7Z(72— i)(7Z—2)p^. 6'''-'^ -f- CtC. : 

on aura soin , dans les développemens , de regarder g comme une dernière 
quantité dont la dérivée est zéro. 
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366. Prenons un cas moins général ; soit , par exemple , 

V -= {a -^^ bx -^ cx^ H- dx'^ -+- ex^Y; 
<pcc ici devient =: cc^ ^ et Ton a 
ô«./^ = r(r— i)(r-~2). . .(r— 72 + i).a'"-«.e''^ 

-+- r(r^ i)(r— q). . .(r — ^2 + 2). a^'-'^+ï. 72(72— i)S'''"'^y 

72(72- 0(72- Q)g^'^-3J 
+ r(r-i)(r-2). ..(r-72 + 3).aj^~'' + 2^ ^(,2- i)(,î«2)(^_ 3) 

1.2 ' 

7Z(72-l) ..,(72-.3)e«-4.5 

- 72(72—1) (^—4) « r M 

+ r(r-i)(r«Q)...(r-72 + 4).a^-«4-3^H —~ ^«-5.QyJ( 

1.2.3 b .y 

'72(72— 1). .(72 — 5) ^ . 

-J^ ^ V ^«^6. (2yg + J^') 

+ ^(r^i)(r~Q)....(r->72+5)^^-^ + J^ ^K^-^)-l ll (^^"6)g..,^ 3 3^ 

^ 1.2.3 ' 

22(72—1) ('î-7^ ro„ o , 

1.2.3.4 

-h etc. + etc. 
La série se terminera toujours d elle-même si n est entier positif. 

567. Pour prendre un cas plus particulier encore et renfermé dans le 
précédent , soit P^=: [a + bx H- cx-y ; on aura à développer (oc 4- C dx H- y .dx^)'', 
^ et £ étant zéro , et la formule du numéro précédent donnera 

ô«(a + ^a: -f- cx^Y = 

7i(jî^l) ocy 72(72— l)(72 — 2)(72— 3) ^2y5 

. ^ . ^ 2 ^ ^ 7^=7r+r ?^ + 2(r-A2+lXr-72 + 2) l'" 
r(r-i)....(r-72 + i)a5^-''e«< ^ .. . / rx :?/ 

^ ' ^ ]^ 72(72— l)(72— 2) (72 — 3) OÇ^y^ 

' 2. 3(r-72+i)(r- ^2 + 2X^-72 + 3; T^ "^ ^^^* 

où Qj = a + ^o: -4- co:^, g* = è -+- 200: ^ y z=: c. 

Cette formule a été donnée par Lagrange, Mémoires de Berlin pour 1772 , 
page 216. La formule plus générale du numéro précédent se calcule par nos 
procédés avec autant de facilité que celle - ci , et c'est un avantage de nos 
méthodes de dérivation. 
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Soit z — arc. sino: ; on a ;=^ = ,. , et faisant ^ = /^, on a 

/^= (i— ^^) ^ j ce qui donne r= — :L^a= i, è=o,c=i:— . i , cc=^i — a:% 
^= — Q.T, y = — 1 ; partant -^ zi= — 



1 — a:^ 

, et 



d'*/^ d"-^ i(arc. sinx) 

dx" dx^^-"^ 

( ^ 2.3{<xn^i){2n-^3){w-b) <2^x^ ^ ^^^' 

Soit encore z = arc. tangx : on a ,— =: ; donc, faisant V ==. ^ 

ax \ '\-x^ Ax 

= (i +a:2)-i ,onar = — i, az=L i, ^=0, c=i, 05=1 H-x^, C= Qo:, 

y := 1 j donc =f = — f — , et Ton aura 

A^V d''+» (arc. tango:) 

Ax"^ dx"-+-~ 

f , ^l+X^ (72-Q)(n-3) (1+0:2)2 

■^^*^* **'"" (i+o:^)''-*-^ (7^-3)(/^- 4)(7^--3) (1 +0:^)3 

/ "~~ n T — r H~" GtC. 

\ 1.2.3 î2^X^ 

dans qp le signe supérieur est pour n impair et l'inférieur pour n pair. 

368. Mais rarement, en mettant 0:4- dx au lieu de x dans la quantité affectée 
du signe de fonction, le développement de cette quantité, ordonné suivant 
les puissances de dx , est terminé ; il va ordinairement à l'infini , de sorte que 
la fonction devient 

<P(a + £dx + y.dx* + j'. dx^ +• 5. dx^ -f- etc. à Tinfini) ; 
or cette expression, étant de la forme de celle du n.°20, se développe delà 
même manière, et on trouve sur-le-champ la différentielle de l'ordre quelconque 
71, en cherchant par les règles du §. III de l'article premier, le terme affecté 
de dx", terme qui sera toujours composé d'un nombre fini de parties. 

36g. Voici une observation que nous croyons ne pas devoir passer sous 
silence. Il y a cette différence entre le signe ô et le signe d que , placés lun 
et l'autre devant la même expression^ b n'affectera que les x, et d que les 

quantités 
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quantités qui multiplient les x et qu'on regarde comme constantes dans le 
calcul différentiel : ainsi on a 

r. r— 1 ^ 771. m— l 

D'^a^x^ = où^^^x^n et ç^a^x^ == a^x^"^. 

c 1.2 ' c 1,2 

Mais à l'égard du polynôme ce -+- Cx -+- yx'^ -{- Sx"^ -+- etc. , je dis que l'on a 

ô«(^ + g^^x: H- y x2 + (Jx^ + etc. ) = p^ (« + S'a: + yx^ + ^x^ + etc.); 
et qu'ainsi on peut changer les dérivées relatives kx^dx étant constante , en 
dérivées relatives k ce j Cj y? etc. 

En effet , on aura , en faisant varier x et divisant par d x , 
^/2 (^ u4- ^x-^yx'^ -f- etc. + p''. ct.x'' + p'* + ^^.a:« + * 4- p'^-*- «.of. a:« -♦- ^ -{-etc.) =: 
p^a5+(/î+i)p''-^^aJ.a:H -p7~^ p^ + ^a.x^., _^_21^p«+3.«. ^3 

+ etc. 
= p". ^ + D. p^.AJ.o: -f- p2. p«. ûj. x2 + p5.p«. t:^. a:5 + etc. 

= P^(a5 + D.^.o: H- B^.ce^x^ H- p^.a.a:^ + etc.), 

céî qui est précisément le second membre de l'équation qu'il falloit démontrer. 

On prouve de même que l'on a plus généralement 

^«(p(^ -^ 5x-h yx^ + Sx'^ 4- etc.) = ^\(p(o6 -h €x -h yx^ 4-^x3 h- etc.). 

En effet , le premier membre devient en développant 
ô«|(paj-+-D.(pa5.a:H-p2.<pû5.a:2 + etc. H- p". (poj.x" + p«+^<pc».a;'' + » +etc.} 

= p«.(Pa5 h- (Az+i)p« + ^^c^.a: H n + i.7i + 2 pn+2,^^^^2 ^ etc. 

= p^(pc^ H- D. p^(paj.a: + p2. p«.(pa.a;2 -H p^. p'^. Ç)aj. x^ + etc. 
= p''.((Pa5 + D.(pa5. X + p2.(p^.a:2 -f- ^'^.Çcc.x'^ --H etc.) 
= p^(^(qj -h e^x -h yx2 + (J^x^ + gx4 + etc.). 
On a aussi p'".3''<p(a5.--h ê*x + yx^ -+- etc.) = p'».p«.<p(d:i5 H- ê^x + yx2 -f- etc.). 

370. Faisons à présent des applications des formules de l'article second aux 
différentielles divisées et non divisées. 

On demande d'abord à trouver immédiatement la différentielle divisée et 
celle non divisée de Tordre quelconque n du produit xy , c'est - à - dire le 
développement de à'^(xjy) et celui de d^(xy) , y étant une fonction de x et 
dx étant variable aussi bien que djy. 

Puisque dx est variable etj fonction de x, il faut regarder x et j chacun 
comme une fonction d'une même quantité ù dont d^ est invariable , et faisant 

LUI 
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V = xy et A^ = T , on aura 

do: d^x w dy d^v 

(^ ^ d7'^ + d7^ • ^' + ^'^•^('>' -^ "dT • '^ -^ iF • '■' + ^t^-)' 

comparant avec le n.^ 86, le théorème du n.^ 87 donne sur-le-champ 

A-V = d«(a:7) = 
x^^y H- dx. d^-ij- H- d^x.d^-^jy -f- d^ a:, d'* "" ^j^ + cMar. d''-^^ -f- etc. 

On aura, par le n.^ 95 , pour la différentielle n^^""^ non divisée , 

, , , 72.7Z—1, T W. AZ— 1.72— Q ,5, , ^ 

X. a^j + «do:. d« - ^j)^ H d^x. d« - ^j^ H ^^ — d%. d" - ^jj^ ^- etc. 

77. Az— 1.72 — 2 , ,^ n.n—i 



-^ — d'^-So:. d^ H ^ d«-2x. d^/ H- nd'^-^x. dj^ + d«a:.jj^ , 

ou les coëfficiens numériques en n sont ceux de la puissance du binôme 

{x-hyY développée. 

Si dx est invariable, alors tout demeurant comme ci-dessus , on considère 

X comme une fonction de t du premier degré , comme égal k a -\- et; le 

d T d ^ X d X 

facteur x H r^ • r + t — • r^ + etc. devient x -+- -f-r • r , et Ion a dans 

a ^ aù^ ûc 

ce cas 

d'^(xjy) = ^^"^J + dx. d^-i^, et d"(a:jK) = xd^j ~H 72 d x. d" - ^jy. 

371. Nous avons fait voir, n.^ g5, qu'on obtient le développement de la 
dérivée iy^.{aoc)^ en développant (« H- a)'» et en changeant les exposans en 
signes de dérivation , savoir en mettant D^a au lieu de oc^ ^ t^^.ci au lieu de a'', 
•D^.oc = 05 5 et ly^.a = a^ au lieu de ce et a; et dans le n.° 96 nous avons étendu 
ces homologies entre les puissances et les dérivées à un nombre quelconque 
de facteurs. Ici nous allons présenter la chose sous un autre aspect, nous 
allons détacher des dérivées leur échelle de dérivation ; ces considérations 
auront lavantage de se prêter plus facilement aux applications ; nous en 
offrirons différens résultats par la suite. 

La dérivation totale que Ton obtient en faisant varier à la fois a et oc dans 
le produit act ou dans la fonction (p{a^oc) étant représentée à Fordinaire par 
D, désignons par D'» la dérivation par rapport à oc seulement, et par d>» la 
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dérivation par rapport à a seulement ; Xéchelle de dérivation sera 

D = D'^ -4- D*» • 

La même chose ayant lieu pour la différentiation du produit xy ou de la 
fonction (p(ar,/); c est-à-dire, d désignant la différentiation totale, d'^ celle 
par rapport à y seulement , et d^» celle par rapport à x seulement ; on aura 
Xéchelle de différentiation 

d = d'i -+- d'» : 
et ce que nous dirons des différentielles s'appliquera aux dérivées. Pour avoir 
la différentielle de xy , il suffit de multiplier xy par d'^ -4- d»% On a ainsi 

à{xy) = (d'i -{- d^>).xy = d^^{xy) -+- d^*{xy) = xày -+- yàx. 
L'équation d=: d'^ + d'», ou Téchelle de différentiation, n'est, comme on 
voit , qu'une manière d'exprimer, que , pour différentier une expression à deux 
quantités, fonctions l'une et l'autre de la même variable, il faut différentier 
par parties, en faisant varier séparément chacune de ces quantités, l'autre 
demeurant constante, et que la somme de ces différentielles compose la diffé- 
rentielle totale. 

Puisque la différentielle seconde provient de la première comme celle-ci est 
provenue de la fonction, il s'ensuit, que, pour avoir la différentielle seconde, 
il n'y a qu'à multiplier la différentielle première par d'^ -H d'> : on aura ainsi 

d^ =: (d'i -h di'Xd'i -I- di») = (d'i -+- d'')^; 
et , en continuant , on aura en général , 

d« ^= (d'^ -h- d^)«. 
Aussi est -il visible qu'en développant (d»^ H- d^)'^ par la règle du binôme et 
multipliant a:y par ce développement, on aura pour dP{xy) la même expression 
que dans le numéro précédent. 

372. Si l'on a le produit xyz^ ou la fonction <p{x^ y ^ z)^ on sait que, pour 
en avoir la différentielle, il ^ut différentier par rapport à chacune des quantités 
z^ y ^ X en particulier , et rassembler ces différentielles , ce qu'on exprime 
ainsi d = d"^ -f- d'^ -h d'' , et l'on a d" == (d»» + d'i -h d}'Y^ et * 

A''{xyz) = (d"ï + d'i "f- d^^Y X xyz. 
On aura pareillement 

d"{xyzu) = (d'»»^ + d»»i -4- d>^ -f- d*»)'*X xyzu^ 
et ainsi de suite. On développe (d^^ 4- d»* H- d^^Y et (d»"i -4- d'>i -f- d»^ -+- d'»)'*, 
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tout de même que (/z + ^ + c)« et (^ H- ^ H- c H- //)«, par les régies du 
§. II de 1 article premier, puis on multiplie xyz^ et xyzu par ces dévelop- 
pemens respectifs. 

On peut au reste démontrer cette proposition de la même' manière dont 
nous avons démontré celle du n.^ 96. 

573. Soit V =. ^x.-^^y ^ do: étant variable etjj^ fonction de a; ; il est aisé 
de voir qu'en considérant x comme fonction de b^ dont la différentielle d^ 
est invariable , on a par les n.°^ 97, 100, 101 et 102 les trois formules suivantes: 

à^V = d«((pa:.\)/j) = I. 

^nV = d«((pa:.x|/j) = IL 

<px.d«-vfy^ + ô(p:r.d«-i(d:r.-4;j) + '^^(px.^^-^{àx^.^j) + 'b^(px.à^-'^{Ax'^'^y) 

+ etc. + ^^^x.àx^.-^jr ', 

d«/^ = d«.((pa?.-v{/j) = V III. 

(Par.îl\|/j.d«-i(dj) + (px.'^^'^y.à^-^{àyY + (px.^5-vl;x.d«-3(dj)5 

+ b(pa:^\pa:d'»-ï(da:) + 'hq)x.'b'>\jy.à''-^{àx.ày) + ô(pa:.Ô2>j/j^.(l«-3(d^. Jjs) 

+ ^^(px.\î<7.d«-2(da:)2 + Ô2(pa:.ô-v|^j.d«-3(da:^djK) 

+ ^^(pa:.\I>'j.d«-3(da:)^ 
+ (px,^^ ypy, dy'^ 

+ ô(pa:. â^-'-J/jr. dx. dy"^-^ 
+ etc. + Ô2(pa:,^«-2^j.da:2. dj'»-^ 

+ etc. 

+ S^cpx.-vpj". do:'*. 
Dans le développement ultérieur de II , dx doit être considérée comme une 
première quantité ; et dans celui de III , dx et dy doivent être considérées 
chacune comme une première quantité. Dans ^(px et dans ô\I>'j ^ dx et dy 
sont constantes et Ion divise par ces différentielles , ou l'on considère tant 
do: que dy comme = 1. 

374. Soit en général JT = (p{x^ y)^ y étant fonction de x et dx n'étant 
pas constante; on aura par les n.°^ 1 12 et 111 /d»» se rapportant a y et d»' à a:, 

d«/^= d"(p(x,y) = 
^»«(p(x, j) + d».A«-i(p(a:, j) + d^'d^^-^(p{x^y) + etc. + i"^(p{x^y)y 

et 
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et, pour la différentielle non divisée, 

d"/^ = d«(p(a:, j) = 

-+■ — — ^^— ^ — ^^ d^'d'«-^(P(a:,j) + etc. + d'*»(p(a:,^) i 

ce qu'on peut indiquer de cette manière : 

d^r = d^cpixyj) = (d'i + d'^y X(p(x,j)) 
et Ton aura de même , y et z étant chacun fonction de a: , 

d'^Çix.y, z) — (d-i + d'i + d^)" X (p{x,y, z). 
Pareillementjv", z el u étant fonctions de x, on aura 
d«cp(a:, J, z, ï^) = (d'».i H- d»i + d'^ + d^^/" X (p{x^y^ Zy u)i 
et ainsi de suite. 

Le n.° ii5 donne encore cette formule : 

d^(p{xyy) = 
^^'(p{x,y).dn-idy H- ^>^(p(x,y).dn-'^(dyy 4- F^(^' j)-4""'^(dj)^ 
H- ô»'(P(ar,jK).d«-»da^ + ô»ïô»»(p(a:,jK)-d«- «(do^.dj) + b^ô'2^(a:,j).d''"^(dx.dj2) 

+ ô^'(p(x, j)*d«-2(d.j.)2 _4- ^i.c)'^^(a:>7).d'^-5(aa:2.dj) 

-H ^^'(p(a;,jK).d«-3((lar)5 

H- ^»"^(ar,j^).dj^'* 
-[_ ôi>^>«-i(P(ar,jK)dx.dj^''-* 

+ etc. H-^2,9,«-2Ç)(^^^). a.j,2.(lj/I-2 

4- etc 

H- 'd'^>(p(x^y).dx^ y 
où d a; et dj^ doivent être considérées comme des premiers termes ; dan» 
^'^'^'^^{xjy)j on considère dx et dy chacune comme constante , et Ton 
divise par da:''d;^% ou Ton considère simplement do: et dy chacune comme = i. 

SyS. Passons aux équations différentielles. 

Si y est une fonction implicite de x^ c'est-à-dire une fonction qui n'est 
déterminée que par une équation en a: et j ; représentons cette équation en 
général par cp^x^y) = o : alors, puisque y est fonction de x, lorsque x 
devient x -{- /Sx ^ y devient j)^ H- ^.y./Sx H- ^^.y.{/Sx)- H- ^^•JK-(Ax)5 + etc» 
et l'équation (pix^y) = o devient 

M m m m 



J^m; 



o = 
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(p^x -+- àx^y -^ h.j./Sx -4- 02^. (Ax)2 H- ^5.j. (Aa:)3 + etc.} = o , ou bien 

et, comme cette équation doit avoir lieu , quel que soit Ax , il faut que chaque 
terme affecté d'une puissance difïérente de Ax soit zéro séparément; on aura 
donc, par le numéro précédent, en observant que dx est constante et dy 
variable , et développant , 

o = <P(a:,j), 

o = d.'(p(a;,jK).-j^ + S''<P(a:,j), 

+ ^.3<p(x,j).(||)3 

et ainsi de suite. La loi n'est pas difficile à saisir : mais elle se présente 
encore mieux si on ne développe pas entièrement, et si, en mettant /^au lieu 

de (pixyj)y on désigne par c)'»F la dérivée — i-i— l21L, dx étant invariable, 

et par "b^^.V la dérivée — ^^ ^'^ a' ^ ^^ étant variable et variant par 

rapport à x dontj^ est fonction ; alors les équations dérivées seront exprimées 
par les formules suivantes ; 
o = (p{x,y) — Vy 

et Ton a généralement , pour Téquation dérivée de Tordre n^^*»* , 

o 1=: b»«.F -+- ô^'^'^-^F -f- ^2,^,n-2.^ ^ ô5,^,«~-3. F -4- etc. -+-3"» F, 
ou bien , en détachant Téchelle de dérivation différentielle et prenant la dérivée 
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non divisée , on aura pour Téquation de Tordre n , 

376. Il s'agit ordinairement d'avoir la valeur de — ^ : on y parviendra en 

cherchant celles de -^ , -^ , -^ -^ , etc. , ^j^ , tirées successivement des 

équations qui précèdent celle de Tordre n , et substituant ces valeurs dans la 

dernière équation. Mais , en employant la formule (S?) du n.^ 3qq, on n'a 

pas besoin de ces substitutions successives ; elle fournit immédiatement les 

, , dr d^y d^y d^y ^ _ _ 

valeurs de -j — • ^-=4: , V^ , etc. , V^- Car on a par cette formule , 

_dy ^ _ 9i>(p(x,j) 
do: â'^(p(a:,j) ' 

d^^ ^ _ ^^-^(^^j) ^ .3,, [^'-(P(^.j)? 

et ainsi de suite. Dans les seconds membres b^ et by sont constantes Tune et 
l'autre et = 1 ; on aura soin, en développant, de considérer ^*^<p{x^y) et 
b^'(p(a;,jK) comme des premiers ternies, et d'écrire ^'^(p(cc ,y) j ^'^(PC^^jk)? 
etc. , au lieu de ^'^^^^(p{x^y) ^ ^'^^'^^(^yj) ^ ^^^' Comme la loi est manifeste, 

il est aisé d'en conclure la formule pour le terme général V*^« 

Ces formules me paroissent dignes d'attention. 



377. Si Ton a une équation différentielle dans laquelle on a considéré j' 
comme fonction de or , et qu'on veuille au contraire y considérer x comme 
fonction de j; alors, par le n.^341, il faudra, dans l'équation différentielle 
proposée , changer 

>.o i'^J ^r: d3y d4y . ,1 ,dy 

^'^ "^ "dé"' ^ -^ ^ d^^ ^ -^ "^ "d^' ^^'^' ' respectivement en^^d-^, 



— W-r-d(T~d-7')' V-^d(-f-^d(-^d^-^)),etc., oùdy 

1. 2. J dx ^dx dx ^ ' 1. Q. 3. 4 dx ^ dx ^ dx dx^^^ ' ^ 

est invariable , de sorte qu'on peut écrire dj hors des signes d. 

Mais, par le même n.^ 341, on peut donner à ces quantités une forme 
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plus propre à les développer facilement chacune en particulier , savoir 

fdj.d(dx)-S jdj.d^idxy^, idjK.d3(dar)-4, etc. 
On mettra généralement dans l'équation proposée , au lieu de 'd'^.j lexpression 

— dj^. d«~i(dx)". Dans ces expressions d a: est considérée comme un premier 

terme et comme variable. 

Si on laisse dj sous les signes d , et qu'on fasse aussi varier dj ; alors 
changeant ^^.j , ô^.J, ^^+.JK> ^tc. en id[{dxy^.dj\ ^ jd-^{{dx)--^.dj] , 
■Jd5|(dx)~4.dj} , etc. , et regardant dx comme un premier terme etd/ comme 
un second terme, on résout cette question : Ayant une équation différentielle 
dans laquelle d x est constante et dj variable , la transformer en une autre 
dans laquelle dx et dj sont variables, c'est- à -dire, en une équation dans 
laquelle on regarde x et j chacun comme fonction d une autre quantité. 

On voit donc encore la liaison de ces questions avec le retour des séries 
et les méthodes pour trouver par approximation les racines des équations. 

378. Venons à présent au cas des différentielles partielles. 

Soit U une fonction de x^ y et z^ que j exprime par (p(x, y^ z)^ et 
soit z lui - même une fonction de o) et de j^ , o) et j étant des quantités 
indépendantes, et do; et dj indépendantes et invariables : on demande le 
développement de ce que devient U'=(p(a:,y^ z) , lorsque x et y deviennent 
ce ^ àx et y H- djr; ce d'éveloppement devant être ordonné suivant les 
puissances et les produits de d 07 et de dy : et même on demande un terme 
quelconque de ce développement sans passer par les termes précédens. 

On voit que tout se réduit à développer 

dz d^ z 

x-^dx.y + dy, ^^--^-dx -+^-3^'^^' H" etc. 

dz ' d^z , , 

, -f- -j d y -h T 1 • dx. dy + etc. 

(p / dy ^ dx. ay ^ 



d2; 



dy^ H- etc. 



dj2 

-H etc. 

En mettant Î7 au lieu de (^(x, y^ r;), il est aisé de voir, par les n.^^ i36 
et 373, que le commencement de ce développement est 
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du d^Z d^U 




dU àz du ^ ^ ) dz dx^ dx.dz dx 

^ dz^ '^di^ 

du d^z d^U dz d^U 

(^.^ ^^)dy^^} -^'^^^^^^^^'^^"^^^ 

^ dz dj^ dj ^ ^ ^ )_^ ddU^ dz dz_ d^U d£ ^ ^ 

dz^ dx dy dx» dz dy 

du d^z d'^U dz d^U 



dz djK^ djK.dz dy djK^ Uy^ 4- etc. 

d^U dz^ (^ 

^ dz^'^dy ) 

+ etc. 
Mais , pour en mieux saisir la loi , nous ne développerons pas entièrement 
les termes et nous emploirons les notations des dérivations. 

Désignant donc par ô^^Z/ que x seul varie de 1 dans (p{x^j^z)\ parô'^tT" 
que cestj^ seul qui varie, aussi de 1 ; par b'»i.î7que cest z seul qui varie de 

-:. ou 'b.z , et par b'^'^C/ que c'est encore z seul qui varie , mais de -r- ou ô^2 : 
dx ^ ^ dy 

le commencement du développement sera 

Z7 + (b-^£/-f-c)^^/).da; + (9„2. ;/ ^ ô^^ô»,'. Z7 + 'h^^U).dx^ 

+ (c>'.>i. f/-+-ô'^î/). dj ^-(î)-^b^>^^7+ôl'ô^^c/■4-ô»'ô..^^7-+-9i,^,lZ7).da:.dJ 

4- (^^'2. U -H ô.ib^i. U -4- 'à^^U).dy^ 
H- (9„3. U ^ î>i.^».^ U + S^.c)'.^ £7" H- ô5.C/).dx5 

-1^ (ô'»5. u + ô»iô'„2.Z7 + 0,2^)^,1. u + ^.W).dy 
-+- etc. ' -I- etc. 

La loi se saisit facilement ; elle est telle qu'en détachant les échelles de 
dérivation on a généralement, pour le coefficient de dx'^dy'^^ l'expression 

Quant au développement des dérivées que l'on représente généralement par 
ô»»^^^»^ u ^ on le trouve par les solutions du problème proposé au n.^ i3i. 

N n n n 
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Si, tout demeurant comme ci-dessus , on a Téquation (p(a?,jj^, 2) = o , alors, 
puisque dx et dy sont indépendantes , et que Téquation doit avoir lieu quelles 
que soient do: et djj^, il est clair que les coëfficiens de chaque puissance 
et produit différent de do? et de d^ forment séparément une somme égale à 
zéro. On pourra ainsi trouver sur-le-champ le développement d'une équation 
aux différentielles partielles d'un ordre quelconque, tant par rapport à œ 
que par rapport à jy. 

679. Voici encore un cas qui sert dans la théorie des équations aux diffé- 
rentielles partielles, et dont la solution est facilitée par nos méthodes. 

Soit z une fonction de œ et dey^ et qu'on introduise au lieu de ce et de jy 
deux nouvelles variables u et t ^ en sorte que 00 et y soient chacun fonction 
de t et de u ; trouver les formules différentielles par rapport à ces nouvelles 
variables. 

Ce cas se trouve dans le tome III du Calcul intégral d'EuLER, page 186. 



<P 



Soient z, a; , j^ représentés respectivement par (p(.x, j^) 5 \K^, î^), %(-?^)î 
on aura z = (P|\K^, ^) 5 %(^5 ^)} ? et 2 -f- Az étant ce que devient z , lorsqu'on 
met ^: -4- r au lieu de t et u -^ \j d^Vi lieu de i^ , r étant mis pour A^ et u pour 

t^u : on aura 

' z + Az = 

-^{t^u^ -h ô^\^(/^, z/). r -f- etc. ^ (%(^5 ^) ^ S'^xC^ï^^r -f- etc. ^ 
+ ô'i\)./(^, 2/). u -f- etc. V î J H- ô>'5^(/^, w). V -f- etc. 

H- etc. j ^ -H etc. 

ou bien , en mettant x au lieu de ■v]/' (^, ^^^ ) , y au lieu de 5^ (/^, ?/ ) , et $ et ô' au 
lieu de ^i» et de ô»i , 

z ^ Ù^Z ■:==. 

o: + b. o:. r ^- \^^ x. r^ H- etc. 1 f JK + ^'JK* t' H- ^^-JK* r^ ~H etc. y 

-4- ô',a:. u 4- b'.ô.o:. ri» 4^ etc. f j 4- ô'.j^. t/ + ô'.b.jj/'.ru H- etc. 

H- ^'2.a?.t;2 + etc. r j -4- y^.j'v'^ -+- etc. 

•+• etc. J \ H- etc. 

On voit donc que ce cas répond à celui du n,° ig3. Il est aisé d'en donner 
différentes solutions, correspondantes à celles que nous avons données du 
problème du n.° i8q. Si Ion veut avoir une solution semblable à celle du 
n.^ i83; en désignant par ^.^>'(pi^^y) que dans (pi^^j^) ^ seul varie par 
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rapport à/, et par ô''». (pO^ ,jk), que oc seul varie, mais par rapport k u; 
par S»^ (p(.xî,j^), et ô'»i.(p(.x, j) que jv' seul varie, dans le premier cas par 
rapport à l: seulement, et dans le second cas, par rapport à u seulement; 
on aura pour le coefficient du terme général du développement affecté de 

ô^'".y»«.(p(x,j) + ô»%ô»«~i.b''«. (p(x,jK) -+- ^^'•^''"■"^•^''''•<P(^5j) H- etc. 

+ ^'''-§''"-^''''""'-^(^^JK) + ^''-^'''-^'"''"'-^''''~'-^(^îJ) + etc. 

4- 'à^'''.'à^'^.'à^>^''^.(p{xj.j) + etc. 
-f- etc -f- etc. 

En détachant les échelles de dérivation différentielle, cette formule peut 
être représentée d'une manière bien simple , comme il suit : 



ô-.b\(p(ar,j) = — — — 



(b.ï. +B^^)'«(b^^ +b'^.)« X ^{xyjr). 



.m. 1 . c? 

La formule du n.° 195 donne une expression plus développée. 
Le commencement de la série pour z + Az se trouve, soit par la formule 
que nous venons de donner, soit par celle du n.^ i9«5, en mettant z au lieu 

de(p(x,jK), 



+ etc. 



^^•>zSà,x 


r 


+ 0^^.02.^ _f- â2,z.(â.a:)2 


c)»i2;. ^.y 




H- ô^'ô'iz. ô.x. b.j^ 




+ S'^z.ô2.j 4- ^'22;.(b.j)2 


0^2. b^x 


u 


4- ô^z.â.b^o: + 92,^.S.a:.b^a: 


Ô'^Z.Ô'.J 




H- ôï'ô^^iî.ô^a:. ô.j^ 




^ ôi'â'i^J. ô.a:.ô'.j 




+ ô>ï2;.ô.b'.j + ô»22;.ô.x.b'.jK 




4- ô»'^.ô^2.^ ^ ô2,2.(ô'.a:)2 




H- ôl'ô»^2.()^a:.ô'.JK 






+ 9»i^.ô^j + ^''^^^^^^yy- 



ru 



etc. 



etc. 



etc. 
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38o. Tout ce que nous avons observé à legard des échelles en d et ô 
s'applique aux échelles de dérivation en d , les d se rapportant aux dérivées 
Sj y, J, etc. : et ces échelles servent à exprimer bien simplement les lois 
des premiers développemens. . 

Nous ne pousserons pas plus loin les détails des différentiations : on voit 
que nos méthodes de dérivation s'appliquent à tous les cas de celles - ci , 
qu'elles épargnent des longueurs de calcul et des substitutions successives, et 
qu elles font trouver immédiatement les différentielles d'un ordre quelconque , 
en présentant des formules générales dont la loi se saisit facilement. 

(IL) 

38 1. Le calcul des dérivations ayant son inverse comme le calcul différentiel , 
nous destinons cette division aux dérivations inverses, nous y traiterons de 
la liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses, et de celle qui 
existe entre les différentielles et les intégrales. Si nous avons différé jusqu'à 
présent de parler des dérivées inverses dont nous avons dit un mot au n.^ 
36 , c'est afin que l'ordre de cet ouvrage nous permit d'appliquer sur-le- 
champ nos formules aux intégrales et de vérifier par là nos résultats par des 
résultats connus. 

582. La fonction (p(oc -f- ce) développée en série est (n.^ q). 

D0(pA5 H ^—- • xi -4- x^ H 5- • x5 -4- etc. ; (i) 

^ 1 1.2 1 . Q . 3 ^ * 

et il est visible qu'en allant de droite à gauche chaque terme se forme de 
celui qui le précède à droite (le terme affecté dea:"-^ de celui affecté de a:'*), 
en multipliant ce dernier par l'indice qu'y porte d , en diminuant ensuite 
cet indice de l'unité et en divisant le terme par x. Suivons cette loi , pour 
continuer la série (i) en arrière, et nous aurons 

— etc. + 2.1. o.D~^<p«. x-^ — 1 . o. Tt-^Cpcô.x-^ H- o. D-'^^.a:"* -f- 

^ 1 1.2 1. 2. 3 1. 2. 3. 4 

Si l'on prend la fonction <p(ctf+ Ç>x -^ yx"^ -\- ^x"^ -f- etc.), on aura 
pareillement 

— etc. H- 2. i.o.D-5. (p^. x-^ — 1 ,o.D-2. (pcc.x-^ H- o.iyKÇcc.x-^ + 

1 1.2 1.2,3 1. 2.3.4 

De 
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De là on conclud généralement que dans p-''.^^, où Tindice n est négatif, 
le c au - dessous du d n'indique plus un dénominateur , mais un multiplicateur, 
savoir zp (//— i)(/z— qX^z — 3). . . .q. i.o, le signe — ou H- ayant lieu suivant 
que n est pair ou impair , le premier facteur n — i étant toujours de 1 unité 
moindre que l'indice n , et le dernier étant zéro , ce qui fait dftparoître tout 
le terme. 

Puisque chaque terme de la série (q) ou (3), continuée en arrière, est 
multiplié par zéro , il s'ensuit que la série ne s'étend pas en arrière. 

Il s'ensuit aussi de là que toutes les fois qu'on a une équation ou une 
expression où il y a des termes dont les uns ont des dérivées divisées à 
indices de d positifs et les autres des dérivées divisées à indices de d négatifs, 
ces derniers termes , ayant un facteur zéro , doivent être rejetés de l'expression. 
Voilà la véritable raison pour laquelle nous avons rejeté jusqu'ici les termes 
à indice de d négatif. 

583. Une application immédiate de cette observation montrera la nécessité 
d'y avoir égard. 

On avun.^iQÔ que l'on a généralement 



-r- etc. ±z 



nr— 1 



Lorsque r devient > n , l'indice n — r du premier membre flevient négatif 
et l'on 'a p«-^(Ç'^^) =: o, tandis que l'indice de d dans le second membre 
demeure positif; donc en écrivant la série à rebours, on trouve ce théorème: 

o = cc'-'D^.a — roc'-''Q''.{oca) + ^'^""^ Qt^-'^p".(a^a) — etc. 

toutes les fois que r ;> n. 

Ce théorème est une généralisation du lemme que Lexell a donné dans 
le tome XVI des nouveaux Commentaires de Pétersbourg , page ^35 ^ et dont 
il s'est servi pour démontrer le théorème de Lagrange rapporté au n.^ 282. 
La manière dont nous parvenons au théorème précédent a l'avantage de 
faire voir que la série n'est plus égale à zéro , lorsque r n'est pas >► az , et 
d'en donner la valeur pour ces cas, n.° iq6. On tire de ce théorème, en 
divisant par a'* , 

O o o o 
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_ etc. dz 7^<^~(^-0g«.(ar''-i^) =:p cc-'^''.{ct'a) , 
ce éteint arbitraire , pourvu que /^ soit ^ n. 

384. Si l'on a une équation dans chacun des termes de laquelle entre une 
dérivée divisée avec indice négatif , on peut imaginer que chaque terme 
a été divisé par le facteur zéro , et alors Féquation subsiste entre les termes 
qui la composent, sans qu'aucun disparoisse : ainsi on peut le plus souvent 
faire abstraction du facteur zéro. 

Pour mieux connoitre la nature des dérivées inverses , observons que , 
puisque ly^.A dérive de d.^, t).A de t^^.A o\x A \ en rétrogardant , jy.A ■=. 
d-i.d2.^ sera la dérivée inverse de d2.^; vP.A =: t>-K-dkA où A sera 
la dérivée inverse de t>.A ; donc , en continuant , on aura d~ ^.A =z t>-^.t>^,A 
pour la dérivée inverse de A ^ t>~^.A , pour celle de t^-kA , et ainsi de suite; 
Ti-^.A s'appelle aussi la dérivée inverse seconde de ^, et en général iy~^.A 
est la dérivée inverse n}^"^^ de A. 

En passant aux différentielles , si (px est une fonction de a: , et àx supposée 
constante , pour plus de simplicité ; on aura , pour les différentielles directes 
de ^x y les expressions 

d(px = 7)(px. dx , d^(px == 'd^Cpx. àx'^^ ^^(po^ = ^'^ (px* dx^ , etc. , 
c'est-à-dire, que les différentielles sont égales aux dérivées multipliées 
par do:, àx"^ ^ d or^ , etc. respectivement ; mais les différenbieUes inverses ou 
les intégrales seront, en suivant la même loi, égales aux dérivées inverses, 
divisées par dx , dx- , do:^, etc. ; de sorte que/, le signe de l'intégration , étant 
mis au lieu de d-^ , on aura 

à-^(px.= f(px = ^; , à-^(px =f^(px = -5—" > 

A-'^(PX =^P(PX = -5^ . etc. , à-n(poo =fn(px = ^J > 

Soit, par exemple, (px=. x"^ ^ àx étant constante, on aura 
à{x'^) z= mx'^-^àx j à^{x'^) =z m{m--i)x^-^àx'^ ^ etc. 

à-Ux"^) = fx"^ = — -r-^ , d-2(a:'«) = f'^x^ = — — , 

^ ^ ^ {m+\)dx^ , ^ ^ (m'{-\){rn + 2)dx^^ 

généralement, d-«(a:'») = f'^x'^ =: r ^ t-î , 
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et Ton aura pour la différentielle inverse divisée de Tordre n ( n.° précédent) , 
en faisant abstraction du facteur zéro , 

, , . 1 . Q . 3 (72— i^o:'"-^" 

^ ^^ ' (77^ -[- 1 )(77^ ^- Q ) (771 + ri), do:'' 

Puisque , pour indiquer la différentiation inverse ou Tintégration , on emploie 
communément au lieu de d-^ le signe y^; nous proposons d'employer le signe 
^pour indiquer la dérivation différentielle inverse b-^ ; et de même que ^(^x 
indique qu'après avoir pris la différentielle de (px^ il faut encore la diviser par 
do:, de même /(p a: indique qu'après avoir pris l'intégrale de (çx , il faut encore 
la multiplier par àx. Ainsi on a 

(7/Z+ \)àx ^ ^ m+y ' 
^ x^ = =: àxfx^^ fx'^dx =• -^ = àxfx^àx. 

385. Voici à présent une formule qui donne la dérivée inverse générale 
non divisée, ou plutôt non multipliée, de l'ordre n\ c:^ ayant Q pour dérivée, 
ê* ayant y pour dérivée divisée , etc. 

Si dans la formule du n.^ 45 on change tî en — 72 , on a 

D-"^(paj = (1) 

D-«<:pa.Ê'-"'' — D-«-^(pA5.nD.ë*-«^» H~ D-«-i^a5. n{n + 1 )d2.Ç-«-2 

— D-«-3(p^. 7^(^ ^ i)^;^ ^ Q)p5. g*-/z-3 ^ etc. à l'infmi. 

Ainsi toutes les fois que la fonction cpoc est telle qu'on puisse en trouver les 
dérivées inverses D-'»(paj, t^^^^^^oc^ Tt-^-^ipoc^ etc. d'un ordre quelconque, 
Ticc étant = 1 ; cette formule donnera la dérivée inverse d-''. (^cc, d.cc, p^«> 
1)5.05, etc. étant S*, y, (5", etc. On développera D.g'-^-S D^.g'-^-a^ etc. à 
l'ordinaire , en considérant Ç comme un premier terme. 

On auroit aussi pu tirer cette formule (i) de celle du n.° qo, en faisant les 
multiplications qu'indiquent les c au-dessous des d , suivant le numéro précé- 
dent, et divisant ensuite tout par o . 1 . 2 . 3 . . . (72— 1) , ce qui supprimeroit 
le facteur zéro qui multiplie tous les termes. 

Si 72 = 1 , on a pour la dérivée inverse du premier ordre 

D-i.^^ = (q) 

D-i^oj.S'-' — D~^Ç)a.D.g'-2 ^^ D-3^^. Qp2.C-5 — D-4(p^. Q.3p3.g'-4 

4- D-^^^Aî. Q.3.4D4. Ç-5 — etc. = 

T^-^Cpoc^-^^ — D-2^a;.D.ff-2 ^ d~3<p^.d2. g>-3 _ D-4(p^. d3. g'-A 

4- D-^(pc«. d4. Ç-5 — etc. 
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Les expressions ( i ) et ( q ) sont remarquables en ce qu elles montrent bien la 
liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses. Appliquons - les à 
une intégration. 

386. On propose de trouver Vintégrale f'^{a + bx + cx'^ydx'^ y dx étant 
constante. 

Faisant ici, comme n.° 367 > ce = ^ + l^x + ex- , C = c)(^ + bx + cx^) 
= l? -i- 2CX ^ y :='^^(a -{- bx -{- cx^) = c; on a (pcc = ce''; et puisque 

x^^(poe = .^ , on a, en changeant ^^ en — n^ ■D'^''(pce = d-'^(pce'dce"^ = 

/^(Pu'doe'^ =^«(pa5, dce étant constante; on a donc, par la formule (i), 

/«(a + èx + cx^ydo:" = ^""cC^h + q co:)-" 



1 . Q 



'{b -^ Qca:)-«-4c2 



+ etc. 
11 faut compléter l'intégrale en y ajoutant C-i- C,a: -+- C^x^ 4- etc. H- C;i-ix'»-ï, 
expression qui renferme les n constantes arbitraires C, Ci, C2, etc. 6\.i. 

Il est aisé de voir qu'on a /''a^ = -7 ; 77 \ 7 7 — ; r- : donc 

l'intégrale demandée est 

n{n + 1 ) (a + Z>x + ra:2)c 
r + A^i + i (^ + icxy 

(« + ix + ca-2y + « l-f- -— L / . , \ -^ — ;. , — rf 

(r^\\r'-^<i).. Àr-^n\{b-^2CxY\ ^ ^^ . 

ii. 3(^^+72+1),.. (r+/z+3) (^ + Qcar)<^ 
- etc. 
+ C + C^x + Caar^ -H Csx^ 4- etc. + C;.ia:«-'. 

387. Si Ton demande l'intégrale 

J^(p{a + ^a: -H cx^ -h ^a:^ + etc.)dx«, 
d X étant constante , et qu'on veuille ordonner la série suivant les puissances 
de X , voici une manière bien simple de trouver cette série au moyen de 
nos méthodes de dérivation. p . 
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Puisque Ton a (n.° qi) 

(p{a -\- bx -+- cx2 -f- dx^ + etc.) = 
(pa H- D.(pa.x -+- ^'^.(pa.x^ + ç5. ^p^To:? + etc., il s'ensuit que 
/"^(pi^ -^^ bx -\- cx^ + dx'^ -H etc.). dx^ = 
(p^^dx" + T>,(pa.f'^xàx"^ H- p2.(p^.y>ïa;2dx'' + D^.cpa.y'^xMa:'* -4- etc. 
Or, dx étant constante, on a généralement 

^' ' ~ (r+i)(r-HQ) (r + /z)^ 

donc , en complétant l'intégrale par n constantes arbitraires , on trouve 

/""(p^a + Z^x -H car2 + dx'^ -\- etc.^da:'^ = (3) 

iC -\- Cix + C^x'^ 4- ^30:5 ^ etc. + C;,.ix«-» -f- ^ 
1 . Q . 3. :r'^ "+" ^ I 

H ; -T7- w rrP^'^P^ H- etc. \ 
^(72+ l)(/Z+ q)(/Z + 3) ^ v^ -I- j 

formule dans laquelle v.Ça , p^.cp^ , p5.<p^, etc. se développent à la manière 
ordinaire ; et si lune de ces quantités devient zéro , la série se termine. 

388. Si dans la formule du n.° 95 on change n en — n^ on aura ces deux 

formules : 

D-'».(aa) = (4) 

aB-^'.oc — nD.a.jy-^-Koc -f- n(ji-\- i)p2.^.D-'^-2.^_,2(Az-f- 1)(/2 + q)d3,^,d-'»-3.q5 

H- 72(7Z + l)(72 + Q)(/Z-4-3)p4. a. D~«-4. oj CtC. , 

D-«(aa) = (5) 

«D-«.a /2D.a5.D-"-^« + 72(^^- l) p^.^.D-^-^.^ n{n + l)(^ -f- î) p5.a.D~«-5.^ 

-1- n(7Z+ l)(72-}- q)(7Z + 3)p4.ctf.D-«-4.^ -^ etc. 

Ces formules se terminent dans les cas où Tune des dérivées de a ou de ce 
et toutes les suivantes deviennent zéro ; autrement elles vont lune et lautre 
à finfîni. 

38g. On peut tirer de ces formules différentes conséquences relatives aux 
intégrales. 

Si Ton fait , par exemple ,/2=:i,^=j,a5=da;,j étant fonction de 
x; on aura par la formule (4), en changeant les dérivées en différentielles, 
et ajoutant la constante arbitraire C, 

fjdx = C 4-//da: — dj.f^dx + dy.f^dx — d^.f^dx 4- etc., 

P P P P 
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et par la formule ( 5 ) on trouvera 

fyàx = C 4- d.T/y — à'^x.fy 4- d^x.f^y — à^x.f^vy 4- etc. 

Si dans la première de ces séries infinies on suppose do: constante , on ayda; =. x^ 

x"^ x'^ 

r^àx z= Tx := — ï — , ndx = — --i — , etc. ; ainsi la série devient 

^ , ^ dy x^ d'^y x^ dV -^^ 

fyàx = C-^yx - -^- -H . / ., ^ - , „ i A^l -T + «te : 



do: Q x.'X.dx^ 3 i.Q.3.da:5 4 



/1/2 



y 
et si dans la seconde série on suppose dy constante ; puisque Jy = ^^^^ , 

3*/ 

r'2Y ■=: — ^-— ; — , etc. , la seconde série devient 
^ -^ 2.3.dj)^2 ' ' 

^ j ^ dx y'^ d^x y^ d^x j4 d^x y^ 

^y X ^ -^ i.Q.dj2 "X 770375^ "^^ i.Q.3.4.dy4 T" 

Ces deux séries pour ^ do: sont celles de Jean Bernoulli. Voyez ses œuvres 

tomel.^^, page iq5, et tome 11.^, page 488, 

Soit a z=z cpx ^ oc=^ dx^ , do: constante , la formule (4) donne 

f'^Cpx.dx^ = 

Çx/'^dx'' — ndÇx.f^'^^dx'^ -H n{n -\- i)d^(px.f''-^^dx'' 

— n{7i -+- i){n -^ <2)ip(px,f'''^^dx^ -h etc. 

Or, dx étant constante, on a fdx"^ = — -. = xdx""-^ y J^^dx"" = J^xdx""-^ 

n^2 x^» dx^ "" ^ 
= — dx'^-^j etc. , et généralement/''" do:^ = — '—z •. Donc, complétant 

l'intégrale par n constantes arbitraires , on trouve 

/""(px. da:« = .... .(6) 

€ + (Sio: -4- e.aX^ H- d^x^ -f- etc. + (En-iX^-^ -H 
d(px x"^-^^ d2(px x'^^^ ^^^«^ 




n + 2 dx'^ n + 3 dx^ 



•etc. 



390. Si l'on a généralement 

(p(a -+- bx -+- cx'^ -4- dx^ -+- etc. , oc -\- Cx -h y^^ H- S^^ H- etc.), 
on a (n.° 1 iQ , formule 4) pour le coefficient dex^^ d»^ se rapportant à oc seul, 
D^» à « seul, et d indiquant la dérivation totale, 

+ etc. -4- p«-»%D^^(p(^,a5) + p^'-Ç^C^îOf); 
en multipliant par 1 . 2,3 ... .h, on a, pour la dérivée non divisée , 
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-4- etc. H- 7zp«~ï».D'i. (p(^z, ditf) + D"». (p(â5,a) ; 
et, en détachant l'échelle de dérivation , 

A présent , si Ion change n en — n^ ces deux dernières formules donnent , 
pour la dérivée inverse de Tordre n , 

jy-^.(p{a,o&) = (7) 

D»-''. CP(^, «) 72Di».D»-«-^(p(^, Oî) -}- w(AZH-l)p2..D'-''-^^(/2,a) 

— /i(/î -4- i)(^ + q)P^'. D» -«-5.(p(^, (^c) -f- etc. à TinGni ; 
et encore , en détachant l'échelle de dérivation , 

D-«. (p(^,ûj) = (d'I. h-d^.)"'' X<p{a,cc) , (8) 

et l'on peut commencer le développement de (d'^ H-d*».)-'* par d>^ ou par d^». 
Si l'on avoit une fonction de trois , de quatre , ou d'un plus grand nombre 
de polynômes , tous ordonnés par rapport aux puissances de a: , on auroit 
pareillement 

D-«. (p(^, a\ a'') = (d"^ h- t>>K -f-D^'.)-«X(p(^,^S^") , (9) 

et ainsi de suite, on développera les échelles à trois termes, à quatre termes, 
etc., comme, par les règles du §. II de l'article i.^', on développe (^-+-Z^ M- c)-'^, 
(^_j_^_^c-f-^)"-", etc. ; mais , en développant ainsi , on a des séries infinies. 

Soi. Pour avoir des expressions finies, je remarque qu'en employant la 
division pour développer (a-^nb)-^ =z — , on peut arrêter le dévelop- 
pement à tel terme qu'on voudra, et en ajoutant le reste que laisse la division, 
divisé lui-même par a -^ b ^ on aura des expressions finies de (a-i-b)-^^, 
comme il suit : 



1 


b 


a 
1 


{a-\-b)a ' 
b b'^ 


a 

1 


a^ ' {a ■+-b)a'^ ' 
b b^ b^ 


a 

— etc. . 


ai ' «3 (a-+-^)a3' 


1 
a 


■ 1 r -h etc. 1 — — 

a^ «3 a^ a' 



b' 

(a-^b)a'' 
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Mettant donc p, d»^ d'», au lieu de a-^ by a^ b respectivement, on a 

et généralement 

On a donc 

OU [en mettant s, S'^, s'», (n.^ 36) au lieu de d-^, d»-i, d-^», après le 
développement de Téchelle , si Ton aime mieux avoir des indices positifs ] 

s.cp^a^oc) = s»i.(p(<2,^) — s.D^'.S'^ (p(^ï, ctf); ....(11) 

ce qui est une généralisation du théorème de l'intégration par parties , un des 
plus féconds du calcul intégral. 
On a généralement 

B-i.(p(^,A5) = (D'I, +Di%)-'^(|)(«, Oî) = (iq) 

D>-i.(p(a,ctf) — Di'.D'-2,(p(^^^) ^ d2».D'-^.(P(<2, 05) — d5».d»-4. (p(^, <^) 

+ etc. zp D'"-^'. D'-''. (p(a, a) liz d-i.d'''.D'-'". Ç)(<2,aj) : 
ou bien encore D-^(p(û^,a) = s.(p(^,ctf)= (i3) 

-4- etc. qp i)''-i».S'^(p(^, ^) dz s. d''». S'^ (p(<3^, aj). 

Quant aux dérivées inverses des ordres supérieurs au premier ; puisque 

D-i = D»-i — D-^D^'D'-S ^ï^ prenant derechef la dérivée inverse, on aura 

D"^=::D~1D"1 = (D'"~i — D-"1d1'D>~i)(d>-"1 D~1d1»D>-i) = (d»"^ D~"1d1»D'~i)2 

et en prenant une puissance quelconque /z , on a pour la dérivée inverse de 

Tordre n n-'* = (u'-^ — d-^d^'D'-i)'', ^j^^ 

expression qu on développe par la règle du binôme , et qui est toujours d un 
nombre fini de termes. 

Puisque d^* est aussi = D'-^ — d^'D^-^ ^ p-ii>2,j),-2^ on a pareillement 

et généralement 

D~'* = (d»"1 D^D'-^ H- D^'D'"^ — etc. Zp D'*"-i»I)>-'" ~^ T)-" ^ T>^ T>>-^)^- 

Partant „ ^/ \ /, ^\ 

(D'-^ — D^».D'-2. -4-d2,. D,-3. — etc. ZjZ D'^-i'. D»-''.zhD-'i. D'''.D»- ''.)'' X(p(^, a), 

expression finie. Ces théorèmes, dont on peut trouver un plus grand nombre 
par les mêmes principes, sont fort -utiles dans plusieurs rencontres. 

Il 
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Il n'est pas difficile de faire voir qu'il est indifférent décrire les signes d~« 
D, D-*», D^', D»~', D'^ dans tel ordre qu'on voudra. 

392. On peut faire différentes applications de ces formules; pour les appliquer 
aux différentielles , nous allons en déduire d'une manière simple les conditions 
d'intégrabilité des quantités différentielles d'un ordre quelconque. 

Soit JTdx une quantité différentielle, ou /^do: = o une équation différen- 
tielle d'un ordre quelconque r , /^ étant une fonction de ^^ j y ô. j , 'dy , 
etc. , S^ y , et d^ étant constante ; on demande les conditions auxquelles on 
reconnoit que f^dx est une différentielle exacte ; c'est-à-dire , que dans l'état 
où se trouve F^dx , elle est intégrable , sans qu'on ait besoin de supposer j^ une 
fonction particulière de ^ , la relation entre j et x pouvant être quelconque. 

Soit Z l'intégrale de F'dx, ou Z z=zfVdx\ si nous désignons par d^», la 
différentiation par rapport à x seul, par d»i. la différentiation relative à j^, 
ô. Y ^ Ô2.y , ô5. y ^ etc. par d et / la différentiation et l'intégration totales ; on 
aura dZ = dfJ^dx z= fdVdx^ ou, puisque d = d^» H- d'% 
(di, + d^^)Z =/(d^' + d'O^do:, d^'Z ~H d^^ Z = Jd^^Vdx ^Jd^^Vdx. 
Or , la relation entre j^ et a? étant quelconque, d^^et d»^ indiquent des opérations 
indépendantes; on a donc séparément 

di'Z =fd^^Vdx (J), et d'^Z =fd^^Vdx\ (O 

et, en divisant par d.x , ces équations deviennent 

ôi,.Z =:/ôw. /^. ....(3), et ^^\Z = f^^^V. (4) 

Cela posé, puisque Z =zfVdx^ si Vdx est de l'ordre r, il est clair que 
Z ne sera plus que de l'ordre r — i ; ou , en d'autres termes , si V^dx renferme 
b^J^ , Z ne pourra point renfermer de dérivée b. j^, B^.j , etc. supérieure à 'à^-^^.y^ 
quelle que soit d'ailleurs la manière dont ces dérivées entrent dans Z. Ainsi 
b./^et 'd.Z seront de cette forme : 

^ ^^ dV dV^ dV ^ dV ^^ , d/^ . _^, .,, 

d.T dy -^ dô.y ^ dô'^-^^ ^ dîà^.y ^ ^ ' 

^ ^ dZ dZ ^ dZ ^ dZ ^^ ... 

^•^ = d^ + ^^-y + ^y^'-y ^ ^^^- + dd^^ ^-y^ (^) 

expressions que nous représentons par 

i).F'=zM-^N'd.f-^02)Kj +PÔ3.J H-etc. + Nr~i'à\j -h Nr'd'+^.y , . .(7) 

ô.Z = 9JÎ + giô.jK + ©c)2.j + ^c»3.j. H- etc. + 5Rr-lî>^J. • • -(8) 

On a donc d'abord b''./^= M, 'd''.Z=^Wl; donc pour satisfaire à l'équation 

(3) , il faut que l'on ait /•M= îDî. Or cela a toujours lieu , si àx est constante ; 

Q q q q 
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car b.Z étant =/^, ona9i».ô.^= bi»./^, ou'd.'dh.Z = 7s^\ir'^ donc S. 5Dî==M, 
donc M est la dérivée totale de SOT ; donc 9K = f.M. 

De plus , pour que l'équation (4) soit satisfaite , il faut qu on ait , en mettant 
ô-i au lieu de /, 
d-K(N^.j + OB2.J -f- PS^.j H- etc. + iVr>.iô^j + Nr'à'-^Kj) 

= 91Ô.J + ©b2.j + 5p.ô5.j -f- etc. H- gl^-lb^J. •••(9) 

Mais ô étant une dérivation totale , je puis la partager en deux autres , Tune 
ôi' qui ne se rapporte qu'aux iV, O, P, etc. , iVr-i, ^r, tout variant cependant 
dans ces quantités , c est - à - dire , tant x que y et ^.jy , 'd^.j- , c)5.j)^ , etc. ; 
l'autre ô'i, qui n'affecte que les ô.j^, ^^-JK? ^^-JK^ ^tc. qu'on voit dans (9). Ainsi 
j'aurai ô~i. = (ô'i. + b^'. )-^ On ne confondra pas ô>^ et ô^». ci- dessus avec 
ô'i. et bi'. Ici le partage de la dérivation totale ô est différent et les , sont 
placées plus haut. 

Il faut donc, en écrivant à rebours les séries de (9), que l'expression 
(ô'i. + ôi'.)-^ xiNr^'-^^.y -\-Nrà'-Kj ~h etc. + Pô^.j + OS^.j + iVô.j) ..(10) 
étant développée soit égale à 

Il n'y a plus qu'à développer (b'i. -hbi\)-i , qui devient 

b'-^ — bi'.b'-^ + b<b'-5. — ô3'.b'-4 H- b4\ô'-5. + etc. , . . .(iQ) 
et à effectuer la multiplication indiquée dans (jo), en observant que b'-^ô^y 
= ô'"-^r; puis à comparer le résultat avec (11). 

Soit, par exemple, r= 4, il faut qu'on ait le développement de 

(ô'i. + c)i'0-'X(iîb5.j + Qb4.j + />ô5.j + OS^.j + iVb/j/) ...(i3) 

égal à ab4.j + spô5.j + CÔ2.J ^h- 91ô,j (14) 

En multipliant (1 Q ) par iib^.jj^ + Q'd^.y + etc. + I^'d.j , on a sur-le-champ , 

JÎB4.J _ Ô.iî.ô5.j + ^^.R.^^.j — ^^.R.^.j + Ô4.iî.j —7^^.R.^-Kj + etc. 

+ Ç.Ô5.J _ b.Q.ôs.j + Ô2.Q.Ô.J — 'd^Q.y + M.Q.b- i.j — etc. 

(i5).. + Pô2.^ + ô.Aô.j + S'-i^.j — ôS.P.Ô-i.j-hetc. 

4- O^.y — ^,0.j -h ^^.O.'d-Ky — etc. 
+ N.j + ô.iV. ô-^j -h etc. 
Comparant présentement à (1 4) , on voit qu'il faut que les colonnes affectées 
de y, 'd-^.y^ etc. soient zéro, ce qui a lieu si l'on a 

]Sf — -d.O -h ^^.P — Ô5.Q + ()4./î =: o; ri6) 

car les coëfficiens des colonnes suivantes de (i5) ne sont autre chose que les 
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dérivées successives des coëfEciens dej^. L'équation (16) est donc la condition 
d'intégrabilité cherchée. Dans (16) les ô marquent des dérivations totales, Qn on 
exécute en faisant tout varier et divisant par àx. 

SgS. On peut aussi développer d-^ = (bi\ +ô'i.)-i en commençant par d^'., 
ce qui donne 

ô-i. = ô-i'. — ô'i.ô-^\ + ô\ô-3\ _ ô'5.S-4\ 4- B%.b-5'. _ etc., 
et exécuter la multiplication en laissant les termes des séries (g) dans Tordre 
où ils se trouvent. 

Soit, par exemple , r = 4 ; en mettant / au lieu de ô""% on trouve ainsi 



/iV.ô.j. -/^.N 


'd^.y -\-p.N 


^'■f -i'-N 


B4.j+/5.iV 


-b^.y-p.N 


B6.j-+-etc. 


+ fo 


-M 


+p.o 


-flo 


-^P-o 


— etc 


+ fP 


-p.p 


-^P'P 


-PP 


+ etc. 


+ /<? 


-/^•Q 


-^p.q 


— etc. 








-v-fR 


-p.R. 


4- etc. 



Comparant avec îftb.j + O.B^.j + "^^.y + D3^.j; on voit que, pour que 
Vax soit intégrable d'elle - même , il faut qu'on ait 

fR — /^.Q + p.P — /4.0 + p.N = o. 

Ainsi , puisque 91 , £) , ^ , D. , sont des dérivées différentielles qu'on a obtenues 
par la différentiation de .Z, on a le théorème que donne Euler dans le 
tome III de son Calcul intégral, page 5^3, savoir : Si Vax est intégrable 
d'elle-même, la quantité NàiX sera aussi intégrable d'elle-même; et faisant 
O — fNàx = , odo; sera intégrable ; faisant P — foàx = p , ^àx sera inté- 
grable , faisant <^ — fyàx =z q, <\àx sera intégrable ; et faisant R — f:\ax 
= X , ftdx sera zéro , si l'on fait abstraction des constantes arbitraires. 

094. Si dx est aussi variable dans Vdx, on pourra considérer x et y comme 
fonctions d'une autre variable. Soit, par exemple, Vdx de l'ordre 4 > tant par 
rapport à x que par rapport à j^ , on aura 
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^.V=z 



àx dô.jj ûbKx dôS.o; dô4.a; 

d/^^ d^ ^ d/^ .- d^^ ^, ^V ^, 



dj -^ dcl.j '-^ ^ dc)2.j "-^ ^ dôS.j '-^ ^ dô4.j 

je représente cette expression par 

rîà.x H- ob'^.x -\- pd^.x ■+• (fb'i.x -f- rbS.a; 



ô.^ — .^ . ^^_^ ^ ^^,_^ _^ p>)3_^ _^ Ç34_^ _^ ilô5.j; 



ô.^=| 



et, Z étant Imtégrale de /^dt: , ô.Z sera de la forme 

donc , pour satisfaire au^ équations ( 3 ) et ( 4 ) , il faut qu'on ait 
(^'1. + ^i'.)-i(rô5.:^ + qb^.x -^-pb^.x + 6h'^,x + nd,x) 

ô^* se rapportant à 7^, ^, /? , o , w^ et b'i à ^.x ^ Ô2..X , B^.x , etc. ; ensuite il 
faut qu'on ait encore, comme ci -dessus , 

(b'i. 4- bi'O-^-R^^.J H- QÔ4.J -+- i^ôS.j + OÔ2.J + iVô/K) 
= O34.J H- 5pc)3.j _î- £)S2.j^ _|_ gîô.j, 

ce qui , en développant comme ci-dessus et comparant les développemens aux 
seconds membres , donne les deux équations de condition : 

n — ô.o -H Ô2.^ — 93.^^ _j^ Ô4,r = o, 

i\^ _ Ô.O -H ^\P _ Ô3.Q + Ô4./J = o. 
On voit en général , qu'il y a autant de ces équations de condition que dans 
/^ il y a de variables avec leurs dérivées différentielles. 

395. Le principal avantage qu'offre cette manière d'employer l'échelle de 
dérivation, consiste en ce qu'elle fait trouver sur-le-champ les conditions 
pour qu'une quantité soit une différentielle exacte d'un ordre quelconque k. 

Soit U l'intégrale de l'ordre A de Vàx^ , que je suppose être une différentielle 
exacte du même ordre k , de sorte que U =z f^VAx^'y on aura ^.U =l ô./^./^ 
=f^.'h.F', donc Çà'\ -h ô'i.) Z7=/^. (ô^. -f- ^^\)F\ et puisque ô^. et ô»^ [qui 
ont ici la même signification qu'au commencement du n.^ 392], indiquent des 
opérations indépendantes , il faut qu'on ait séparément 

Ô^.J7=/^.9^'.;^, .....(17), et'd>KU =:/K^^i.r (18). 

L'équation (17) a lieu d'elle-même si dx est constante j faisant donc ô=b'i.+bi', 

comme 
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comme vers la fin du n.^ Scjq ( où il ne faut pas confondre b'i et b^' avec ô«i 
et B-^' qui ont les, placées plus bas), il faut que 

(ô'i. + 'di\y^xiNr'd"^Kj + etc. + Pb5.j ^- O^^.y + N'd.j) 

car 'd'.y étant la plus haute dérivée de j^ dans V ^ U ne pourra être que de 
Tordre r — A , et sa plus haute dérivée de jk sera par conséquent ^'-Ky. 
Or on a sur-le-champ 






ô3\b'-^-3. + etc. 



1 . Q . 3 

Il n'y a donc plus qu'à effectuer la multiplication dans (19) et à comparer le 
produit au second membre. 

Soit , par exemple , r = 4 et A = 3 , il faut qu'on ait 

(B'-3. — 3B''.y-4, + 6B<S'-5. _ ioô3'.ô'-6. + etc.)) — '^'^ -J -^ ''""•J 
Effectuant la multiplication dans le premier membre, on a sur-le-champ 



Kà^-.y — ^'b.R 



— 3Ô.Q 
-f-P 



J 



-h 15Ô4.Ç 

— ioô3i> 

-H 6ô^O 

— 3d.iV" 



b-3jy-4-etc. 

— etc. 
-1-etc. 

— etc. 

-f-etc. 



xdd^.R ô- •.j-f-i5B4.il 
_ 3ô./» + lô'.P 

-t- o — yd.o 

-hN 

Comparant à SB^.j -|- ^^.y, on trouve que les trois conditions, pour que 
p^dx^ soit une différentielle exacte du 3.^ ordre, sont 

p _ 3b.Q -f- 6î)2.iî = o , . . .(i) 

O — 3ô.iP + 6B2.Q — ioB5.il = o , . . .(11) 
N — 3B.O H- 6B2.P _ loBS.Q 4- i5B4.il = 0. . . .(m) 

Les coëEGciens de 'd-^.y , 'd-*.jr , etc. contiennent les mêmes quantités que 
celui de B-2.j)^, et égalés à zéro, ils n'expriment aucune condition qui ne soit 
une conséquence de (i) , (11) et (m) ; ainsi le coefficient de B-3.jj^, par exemple, 
est égal à — 3B.(iii) _ 3B2.(ii) — B3.(i). 

396. L'usage des échelles de dérivation s'étend au calcul des variations; 
leur utilité se fait surtout sentir dans les cas compliqués de ce calcul. Obligé 
de me resserrer dans des bornes convenables, je supprime les applications 
que j'avois faites à ce sujet. 

R r r r 
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397. Si dans la formule que nous avons trouvée pour p'*""^(ê'''a) dans le 
n.° iq6, on change 72 en — n^ elle devient 

p — ^(e^^)=: , (1) 

±: oî^'D-».^ qz m''"-ip-«.(a5a) d= "" i^^^.{oc'^a) zp etc. 

1*2 

H ^ û52p-.«,(^r-2^) _ ra5p-^(Qj'"~'^ï) + p-^(a'*^ï), 

les signes supérieurs sont pour r pair , les inférieurs pour r impair ; ici chaque 
terme étant affecté d'une dérivée divisée à indice négatif, on peut considérer 
chaque terme comme divisé par le facteur zéro , et ainsi aucun des termes ne 
disparoit, comme il en a disparu au n.^ 383, 

Cette formule présente le moyen de rappeler l'intégrale /'■+^jda;''+i aune 
expression finie d'intégrales du premier ordre , y étant une fonction quelconque 
de .2; , et àx constante. 

En effet, il suffit de faire ^ =j^d^, «=ar, g*= do:, 72 := 1 , p-'*. = p-'. =/, 
p-»-^ =±1.2.3... r./*''*+-i, le signe + répondant à r pair et le signe — à 
r impair; la formule (1) donne aussitôt 

/r+i^d^r4-i =, fT-\-\{^^x'.yàix) = (2) 

œ^jyàx — rœ^-^fœydx H x'^-^Jxydx — etc. 



■ -^ x^/œ^'-^ydx — rxfx^-^ydx + Jx^ydx 

expression qui s'accorde avec ce que trouve Euler dans le second volume de 
son Calcul intégral, page 368. 

Cette formule demeure la même si dx est variable et x , aussi bien que y , 
fonction d'une quantité quelconque t : dans ce cas on a coutume d'écrire 
fdxfydx^ fdxfdxfydx^ etc., RVilieMdef^ydx'^yf'^ydx^^ etc., et notre 
formule ( q ) s'accorde encore avec ce que trouve Euler , par une voie moins 
facile, dans le recueil de mémoires qui forme le 4-^ volume ou le supplément 
de son Calcul intégral, Pétersbourg 1794. Voyez de formulis integralibus 
implicabis earumque evolutione et transformatione , pages 544 et suivantes. 

La formule (1) donne même encore 

x^fyàx" — rx'-^f'^xjàx'^ H '■ x''~'^f''xyàx'' 



V. 1 • î< 
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598. On aura toujours des formules pour les dérivées inverses de l'ordre n , 
en prenant la formule de la dérivée directe de Tordre quelconque n^ et en 
y changeant n en — n. Par ce moyen et celui des échelles de dérivation on 
parvient aisément aux théorèmes généraux des dérivées inverses et à ceux du 
calcul intégral. 

En appliquant ce procédé aux formules de larticle troisième , on en tireroit 
des théorèmes pour les dérivées inverses doubles , triples , etc. , pour \q^ inté- 
grales doubles , triples , etc. , et les intégrales des quantités aux différentielles 
partielles. Cette matière mériteroit bien d'être traitée à cause de son importance 
et de ses difficultés, mais nous ne pourrions nous y arrêter d'une manière utile , 
sans entrer dans des détails que le plan de cet ouvrage ne sauroit comporter. 

(in.) 

599. On trouve dans les Mémoires de Berlin pour 1772 (*) des théorèmes 
qui expriment la relation entre les différences d'un ordre quelconque et les 
différentielles , et entre les sommes et les intégrales : ils sont remarquables 
par leur simplicité et dus à Lagrange , qui les a exposés sans démonstration; 
il a même ajouté, qu'il seroit peut-être difficile d'en donner une démonstration 
directe et analytique. Laplace les a démontrés depuis dans divers mémoires (**). 
Comme ces théorèmes tiennent aux dérivations, nous allons aussi en donner 
une démonstration qui nous paroit directe et facile. Voici les théorèmes : 

Soit u une fonction quelconque de a; , ^ = A^ l'accroissement de ^ , et tsu 
l'accroissement de u qui répond à ^ ; on aura pour la différence de l'ordre 
quelconque / i ^ y V 

I ^^uJ\e^'' -A. 

OÙ e est le nombre dont le logarithme naturel est l'unité. Après avoir déve- 

loppé le second membre de cette équation suivant les puissances de -5 — •^, 

il faudra appliquer les exposans de ^u à la caractéristique d , pour indiquer 
des différentielles de même ordre que les puissances, c'est-à-dire changer àjj/ 
en d''^. 

(*) Dans le mémoire sur une nouvelle espèce de calcul relatif à la différentiation et à V intégration des 
quantités variables ^ pages 194 et 195. 

(**) Mémoires présentés ^ etc, , tome VII, page« 534 ^t suiv. Mémoires de l'Académie des sciences de 
Paris, année 1777, pages 102 et suivantes, et année 1779, pages 245 et suivantes. 
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De plus , en changeant /en — / , et désignant par s la somme qui répond 
à la différence marquée par A , ce qui donne A-* = 2, A-^ = sS Téquatîon 
précédente subsistera toujours et deviendra 






II A-^w = Y} 

pourvu qu'après avoir dévelopé le second membre de cette équation, on change 
encore (d^y en âJu et'(dw)-'* en d-^^u onf^u. 

4oo. Démonstration, i .° On a par le théorème de Taylor , u étant une 
fonction quelconque de x , 

Au ^ 1 d'^u ^ 1 à'^u 5,2 / X 

da: ^ i.Qdx^^ i.Q.Sdx^^ ^^ 

Je mets à la place de i , , , etc. C, y , (?, etc., et 'd.u au lieu de 

-j — , afin que 1 équation ( i ) se présente sous cette forme : 

Au = C^.u.^ H- yb2.z/.|2 ^ S'd'^.u.p -+- sà^.u.^^ -H etc. (q) 

Maintenant, puisque u est une fonction quelconque, on pourra mettre Au au 
lieu de i^ , et Ton aura 

AAî^ = C'a. Au. ^ 4- yb^.Au.^^ + i'd'^.Au.p -H g94.Ai/.|4 -j- etc (3) 

Mettant dans le second membre , au lieu de Au , sa valeur (q) , on trouve 

A^u =z ë^2Ô2.7/,^2 ^ Cyd^.u.p -+• e*jB4.w.^4 4- ë*gb5.w.^5 4-. etc. 

+ yC'à^.u.^^ + yyd^.u.^^ + yS'd^.u.^^ ■+- etc. 

+ (J^Ô4.î^.^4 + Jyô5.?^.^5 + etc. 

+ fiÊ'bS.i/.^S 4« etc* 

4- etc. , 

où les coëfficiens f ^ ? êy H- y?, ë'tî + 77 + (J^f , etc. sont égaux respectivement 
à ^S jy.{C.C) = D.^S p^.(C.ff) = p^.^S p5.(g>.f) ,:= ç3.Ç2^ etc., f étant 
regardé comme un premier terme. Ainsi la série sera 

A^i/ =: ë*^ô^.w.|2 + D.e2.b3.i^.|3 ^ B^.C^.'d^.u.^^ + p3.^2.ô5.2^.|5 4- etc. ; ...(4) 
ou , ce qui est la même chose , 

A^u = {Ç'd.u.^ + y'd^.u.^^ 4« S'd^u.p H- gB4.î/.|4 + etc.)^ , • • -(5) 

pourvu qu'après le développement on change (ô.z^)^ en ^^.u ^ (duy en "d^Uy 
Ç^u)^ en b4,w , et généralement (ô.w)'» en 'd'^.u. 
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2.° A présent , dans l'équation (4) je mets partout A« à la place de m , et j'ai 
à^u=e^'d^àu.^^ -h D.ë'2.ô3. Am.^ -f- p2,g'2,ô4. A«.|4 + pS.C^.bS. Am.|5 -j- etc. ; . .(6) 
substituant dans le second membre au lieu de A« sa valeur (2), on trouve 



A3« == Ç3ô3.„,|3 _|_ g-D.g-^ 



M.«.|4 



'- yD.g"^ 



Î>5.M.|5 



Çp3.Ç2 



Ô6.w.|6 



etc. 

+ etc. 

+ etc. 

H- etc. 

■+- etc. , 
où les coëfficiens de ô3.m.^5^ b4.w. |4, etc. sont évidemment égaux à ^3^ 
D.(e.e2) =D.Ç3, ça. (g>.f 2) =:= pî.f 3, p3.(g'.^3) =p3.^3, etc. , de sorte qu'on a 

A^u = e^7i\u.p ■+- D.Ç3.Ô4.M.|4 H- Ç2.e'3.ô5.„.|5 + g3.Ç3.ô6.„,|6. 4. etc. , . .(7) 

ou, ce qui revient au même, 

A3m = (Cd.U.^ -+- yB^M.|s + j*Ô3.W.|5 _f. gb4.M.|4 -4- etC.)3, 
si après le développement on change (ô.w)'' en ô^«. 

3.° En général , il est aisé de voir que , quel que soit l'ordre de la différence , 
le développement de A' m aura cette forme : 
A'M=^Ô'.«.|'H-CÔ'+>.M.|'H->-t-£)b' + i'.M.|' + a-f_£ô/+3.„.^i + 3_i_etC. ..(8) 

Pour passer à la différence de l'ordre suivant , je mets Au à la place de u , 
et en mettant tout de suite la valeur (2) de Au au lieu de u dans le second 
membre , je trouve , , , 

-hyC\ 
-hêB 



■CE 


Ô^ + 4.2/.^/ + 4 + etC. 


yD 


4- etc. 


èc 


4- etc. 


sB 


+ etc. 




-H etc. ; 



et il est visible que cette série se réduit à 

-f- p3,(g'^).ô/+4.w,|'+4 4- etc. 
Or cette série est égale à celle qu'on obtient en multipliant 

EhKu.^i H- Cc>'+».«.|^+>. -+- Db'+a./^l'+s -h £ô'+3.„.^<+3 _|_ etc. 
par la série 

eô.M.| + yBs.M.^« -t- Jô3.M.|5 _|_ gÔ4.M.|4 -f- etc. , 

S s s s 



(9) 
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pourvu qu'on change après la multiplication 'd»u,'bhu en ô^ + ^.w, 'd^.u.^^.u en 
ô^+2,ï^, et éïi général b^^^.S^w en 'd^'^^.u. Donc, si Ton a le développement 
en /^ d une différence quelconque A^u ; pour avoir la différence suivante , il 
suffît de multiplier ce développement par Ç^.u,^ + yd\u.^^ + (Jô^.w.^S _^ etc., 
en changeant dans le produit "b^.u.^^.u en 'à^-^^u. 
4.^ Or on a eu ci -dessus 

A% = {Cd.u.^ -f- yô^i/.|2 + S'à^.u.^^ + gb4.?^.|4 + etc.)^; 
donc on aura de cette manière , pour la différence suivante , 

A4w = {Çb.u.^ -+- yd^.u.^^^ + ^^\u.^^ + etc. )^ j 
donc aussi , pour la différence suivante , 

A^u = {S^.u.^ -+- yd\u.^^ + S'à^u.^'^ + etc.)^ , 
et ainsi de suite. Donc on a généralement, / étant un nombre entier positif 
quelconque , 

A^u = {Çb.u.^ H- yd^.u.^^ + S'd\u.p + etc. y, (10) 

ou bien , en remettant les valeurs de Ç , y , (J , etc. , 

A^^=:(i^.w.^+— ^2.2^.^2 ^ l.^^-d\u.P-h — V-^-^-w-^^ + etc.y, . .(11) 

^ ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 1.2.3. 4. ^ / 7 V / 

à condition qu'on change (^.u.y en b^^^, en appliquant les exposans de ^.u 

à la caractéristique ^. 

5.® A présent il est aisé de voir qu'on a aussi, sous la même condition, 

^,u.p + -i-d^.^/.^-H ^ô^^/.|3^ L^ — ô4.ï^.|4-Hetc.=:a^-^-^_i, 

d étant le nombre dont le logarithme naturel est l'unité ; car on sait qu'on a 

gv ziiz 1 + iç/ H ç^2 _| ^^ ^ — ç;4 -t- etc. 

l.Q 1.2.J I.Q.J.4 

Donc enfin A^^/ = (<? * '^ — 1)^, 

en changeant après le développement (à.uY en 'd^.u. 

401. Venons à la démonstration du second théorème. 

1.° Commençons par le cas où /zde positif qu'il est dans le premier théorème 

devient = — 1 ; car c'est dans ce passage que se trouve la principale difficulté. 

Je mets 2^^ au lieu de u dans la formule (2) ; A^u étant = w , la formule 

devient 

u = g^ô.S^.I -h yb^.'Zu.^'^ + S'à'^.^u.^ -h etc. ; (12) 

de là je tire , en divisant par C^ , intégrant par /, et transposant , 
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^u = C-'/.u.^' i — r-iyô.2i^.| — g*-ïc?d2.z//.|2 _ etc (i3) 

Je prends successivement les dérivées b. , b^. ^ etc. de cette équation , afin 
d'avoir les valeurs en ^ de ô.S^, ô^.s^/, ô^.s^^, etc., que je substituerai 
ensuite dans (i3) même ; mais sans effectuer ces substitutions, il est visible 
que par leur moyen le second membre de (i3) prendra la forme de celui de 
l'équation suivante 

^u = ad-Ku.^-^ -H b^^.u + cd.ii.^ -H bd^.u.^^ r+- etc. ^ (14) 

L'équation (i3) donne aussi 

ô-^^^.|-* = CEu h- yà.Zu.^ H- J^ô2.2w.|2 ^ gb3.2w|3 ^ etc. , 
d où Ion tire , en multipliant par a , b^ , c^^ ^ b^ , etc. , et prenant les dérivées 
ô. , ^2, ^ 53. ^ etc. , • 

ac)-^w.|-' = aCzi^ -f- ayb.zw.| H- aS^^.:Eu.^2 -+- agB3.2î^.|3 +. etc. , 
i>^o,u =z K^.Zu.^ -H byb2.2«^.|2 + b(îô3.s«/.|3 ^« etc. , 

c'b.u.^ z=z cffÔ2.^w,^2 ^ cyô3. 2:^,^3 4^ etc. , 

bb2.î/.|2 ,^ ^ beô3.2:ï^.|3 _|« etc. , 

etc. etc. 

Si l'on ajoute ensemble toutes ces équations ; la série qui formera le premier 
membre de leur somme étant égale à 2^/, en vertu de l'équation (14), et ^ 
pouvant être quelconque , on aura pour déterminer a , b , c , b , etc. , les 
équations ^6"=! , ay-HbS*=o, aj^+ by + ce^= o , ag + bj+ cy + be*= o, 
etc. Or a et C étant des premiers termes, ces équations sont 0^*= 1 , D.(ag*) = D. 1, 
p2. ( a ë*) = ÇM , ç5. ( a Q = p5. 1 ^ etc. La première a g* = 1 , qui est lorigine 
des dérivations, donne a=:C"'S d'où Ion tire b = D.ë*-i, c = d2,^-ï, jj--.p3,g>-.i^ 
et en général a« = p«.C-^ Donc la somme précédente devient 

-f- etc. + ç« + i.g*-i.d«.ï^.|'' + etc. "^^ ^ 

Si cette conclusion ne paroissoit pas évidente à tout le monde , j'observerois ^ 
qu'en supposant 

g, + y,. + jV5 + ,.4 + etc. - «^- + 6 + c. + b.« + etc. , 

et multipliant de part et d'autre par le dénominateur , on aura , pour déter-^ 
miner a, b, c , b , etc. , précisément les mêmes équations ag'zz: 1 , ay+b6*=o 
aS+iy + cÇizzzo , etc. que ci-dessus. Or il est évident qu'ici le premier membre 
(6*v+yv2 + Ji/3 + gç;4^etc.)-i, développé, est égalàC-^v-^ +D.Ç-» .^pa.^-i^^ 



348 DUCAliCtXI. 

-H etc. -4- p«+^^-^ c^'* H- etc. Donc il est évident que la valeur du coëiEcient 
dé b^w.^" dans (i5) est aussi égale à p^^-^S^-^ 

Il n'est pas moins clair que l'équation ( 1 5 ) peut aussi se mettre sous la forme 

Y^u = {jSà.u.^ + yd\u.^^ + ^ô5.w.|5 ^- etc.)-' , ( i6 ) 

pourvu qu'après le développement on change (d.uy en c)^^^ , et (ô.?^)-'^ en 
^'•.ï^. Donc, par la fin du numéro précédent , on a, sous la même condition , 
en remettant les valeurs de f, y, <J, etc., 

2.*^ On peut présentement passer de la valeur de 2^ à la valeur de 2^^, 
d'une manière semblable à celle par laquelle nous avons passé ci -dessus de 
la série de Au à celle de Af^u. 

En effet , mettant ^u au lieu de u dans ( 14) , on a 

22;/ = a^-^S«.|-' + b2«^ + îà.'Zu.^ + bb^.sï^^a ^ etc., 
et , substituant au lieu de i:u le second membre de (1 4) , il est visible que cette 
équation prendra la forme 

2^^^ = a'ô-2.ï/.|-3 ^ b'ô-'.ï/.|~^ + d^'^.u -4- t)'^.ï/.| + etc.; ..(17) 
raisonnant de même sur cette équation (17), puisque "z^u = s^x?^, on voit 
que s^w sera de la forme 

^^u = a''ô~5.w.|-3 -4- b'^ô-^w.|-* + d^'à-Ku.^-^ -+■ b'>.«. + etc. 
En continuant ainsi, on voit sans peine qu'en général s^w est de la forme 

H- etc. + ^l'do.u -h 5r/4-,c).ï/.| -h S(/+2Ô'.w.|2 H- etc. 
3.^ Pour avoir 2^ + ^^^ , je mets dans le premier membre de (18) xu à la place 
de w , et dans le second au lieu de u la valeur (14) de zw, ce qui donne 









d-^ + ^w.|-^-+-^ H- etc. 
H- etc. 
+ etc. 
H- etc. , 
série qui , en regardant 21 et a comme des premiers termes , se réduit à 

+ etc. + p^.(2la).bo.ï^ + ç^-f-^(2la).b.«/.| + etc.; ' "^^9) 
et il est facile de voir que cette série est égale à celle qu'on obtient en multi- 
pliant le 2^ membre de (18; par celui de (14) ou par celui de (i3) , qui a été 
démontré égal à ce dernier. Ainsi il est démontré que, pour passer de la valeur 

en 



DES DÉRIVATIONS. 349 

en ^ de ij-u à celle de "l^-^^u^ il suffit de multiplier celle-là par (S'ôm.^ -f- 
yb\u.^^ -4- (Jb^.i/.^s ^ gb4.w.^4 H-. etc.)^S pourvu qu après le développement 
on change ô-^w.b-"''.w en ô~^-^i^ et 'd-^.ud/,u en ô-^-^^w, etc. 

4.^ De là il s ensuit que pour passer de y:u à ^^u , à cause de ^u=z{Sd,u.^ 
^- yô2.î/.|2 + S'd'^.u.^^ -+- etc.)-*, on aura, en multipliant comme on vient 
de le dire , 

Z^^ = iC^M.^ ~f- yb\u.^^ -H S'à^M.p + etc.)-% 
et en passant de même de z^^/ à ^^u , on aura 

s^i^ = {C^.u.^ + yb^M.^^ -H ^b'^M.^^ + etc.)-5^ 
et généralement 

S^i^ = {e^.u.^ -4- yb\u,^^ -+- Sd'^.u.^^ + etc.)-^, (qo) 

pourvu qu'on ait soin après les développemens de changer Çd^uy en ô^l^ et 
(^.w)-'' en ô-^^^ ou /^w. 

5.*^ Cette démonstration a lieu, quelles que soient les valeurs de ff, y, J, 

etc. Dans le cas particulier où £*, 7, <î, etc. sont 1 , , , etc.; on 

^ 7/77 '1.2^1.2.3 

peut mettre e ' *^ — 1 au lieu de Ç^.u.^ •+- y^^-^.^a + S'à^'^u-^'^ H- etc. ; donc 
dans ce cas on a ^ 5. x / 

^^u = \e ^ — 1 J , 
en changeant après le développement Cd.uy en b^w et (b.w)-'' en /'.w. Ainsi 
le second théorème est aussi démontré. 

402. Nos méthodes de dérivation donnent des moyens faciles de développer 
les formules des théorèmes précédens , et même de calculer immédiatement 
un terme quelconque des développemens. 

En effet, par les formules (10) et (20), le coefficient de 'd^^^.u.^^-^^ dans 
le développement de Ahi est représenté par p^S'^, et celui de ô--^"f-'".^'-^4-'- 
dans le développement de ^^u l'est par D^£'~^. On développera donc b^'.C^ et 
ç^6'-^ à la manière ordinaire^ C étant un premier terme; puis on substituera 

à la place de 6*, y, J, g, etc. leurs valeurs 1 , , , — , etc. 

1.2 1.2.31.2.3.4 

On peut même abréger ces développemens au moyen du procédé du n.<» 84- 

403. Les démonstrations précédentes, quoiqu'un peu longues, me paroissent 
être à l'abri de toute objection et ne laisser aucun nuage ; elles démontrent 
les théorèmes tels que Lag range les a énoncés. 

T t t t 
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Maïs on peut simplifier et les démonstraiions et les énoncés de ces propo- 
sitions, en les débarrassant de la condition du changement de {^.uY en 'd^.u 
après les développemens. Pour cela il faut faire en sorte que les exposans 
affectent b et non ô.z^ , et que demeurant toujours attachés à B dans les 
développemens , ils puissent toujours être considérés comme des indices. On 
y parvient en détachant lechelle de la fonction , comme nous lavons pratiqué 
dans ce qui précède. Cette séparation de Téchelle met plus de netteté dans les 
expressions , plus de facilité dans les calculs et fait en outre arriver facilement 
à des théorèmes bien plus étendus , comme nous allons le voir. 

404. Si Ion fait (px = u et Ax = ^ ^ on a par le théorème de Taylor 
u "h /Au = u -{- ^'d.u H -^^'d^.u H ^^^'d'^.u H- etc. , 

et, en détachant de u les échelles, 

(1 ^-A)x^/ = (1 +|b. + — l'S". + ^I^S^ + etc.) X w, 

ou bien encore (n,^ 400, 5^ ) 

(1 + A)Xu =1 e^ ' Xu. (A)-" 

En retranchant u de chaque membre de la première équation , ou ce qui 
revient au même, en retranchant i de chaque échelle de (A), on a 

Au = (e^^' — i)xu. (B) 

A présent, voici comment on parvient très-simplement aux théorèmes du 
n.^ 3gg. 1.^ u étant une fonction quelconque , je mets Au à la place de u , et j'ai 

AAu=:{e^ ' — i)xAu=z{e^ ' —i)(e^ ' — i)Xu ^ ou AHi^={e^ * — 1)2 X//. 
Je mets encore Au à la place de u , et j ai 

A^Au=:z(e^ ' — iyAu = {e^ *— i)2(e^ '^i)XUy on Ahi = {e^ •-.l)3x^i^, 
et ainsi de suite. Donc on a généralement 

A^u = (e^^' - lYxu ; (G) 

il n'y a rien à changer après le développement. 

2.° Puisqu'on vient de voir que, pour passer de Au à A^ + ^z/, il faut 

multiplier l'échelle de (e^ * — j )^ x ^^ par e^ * — 1 ; il s'ensuit que pour revenir 

de A "^^^^ à A w , il faut diviser l'échelle de {e^ —1) ~^^Xu par e^ ' — 1 ; 

partant , pour revenir de A^u à A "" ^ z^ , il faut diviser l'échelle de ^a^ * — ^ ^^ 

par {e^ ' — OS ce qui donne A^'^^u ={e^ * ^if-'^xu. Donc, en faisant 
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^ ==: o, on a t^-^u = 2^^ = (^^ ' _ i)-^X«^. . . . . .(D) 

405. Les formules (C) et (D) ne sont que des cas particuliers du théorème 
qui va suivre. 

Dans (i +A)Xî^=<?^ * X ^^ les échelles i+A et e^ * indiquent des opérations 
à faire sur u , qui sont différentes , mais dont les résultats doivent être égaux : 
il est clair qu'en faisant sur chacune de ces échelles una même opération , 
chaque échelle sera modifiée dé la même manière , et qu'appliquées à u elles 
donneront encore des résultats égaux. Désignant donc par F une fonction ou 

opération quelconque , algébrique ou transcendante ; puisque i -H A = d^ % 

on aura F(i + A) = Fe^ ', partant le théorème suivant, 

F(i +A)x^/ = Fd^^'x^/, (E) 

où F n'affecte que les échelles. 

406. A présent, si l'on suppose que F désigne qu'il faut diminuer l'échelle 
^e l'unité, puis prendre la puissance /ou — / , la formule (E) donne les deux 

théorèmes (C) et (D); et l'on voit par là que / peut même être fractionnaire 
et irrationnel. 

Si F désigne qu'il faut prendre le logarithme naturel , puis encore la puissance 
n QVi — . 72 de ce logarithme , la formule (E) donne 

^^'b^.u =1 {Iog(i +A)px^^, (F) 

l-n^n^U= Îl0g(l+A)|-«X^. (G) 

Ces formules expriment les différentielles et les intégrales en différences et 
en sommes. 

407. Il faut avoir soin de ne pas confondre les cas où le signe de fonction F 
affecte uniquement l'échelle avec ceux où il enveloppe toute la quantité 5 c'est- 
à-dire que les expressions F(i-+-A)x^ et Fe^ ' Y.u ne sont nullement 
synonymes des expressions F {( 1 -+- ù^)xu\ etF|d^ 'X^^j. 

Pour le faire voir par des exemples : soit, 1.^, F le logarithme naturel ; on 
aura , F n'affectant que l'échelle , loge^ ' x w = ^ô. xu z=z ^ô. u , ce qui est 
la différentielle première de u ; tandis que , F affectant toute la quantité , on a 

Iog{e^ 'Xi^l = log(i^ 4- ^^.u + ^^^^-^ + 1^^^-^ + ^t^O 

= logî^ 4- ^b.logî^ -+- |2Ô2,logj^ ^ |3^3, logî^ -{- etc. 
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Soit, 2.^ F la puissance TTz; on aura {e^ *\^xuz=:e^^ ' Xu =(p(x -{-m^, 
tandis que {e^ ' xu}'^= 1<P(^ ~1-|)|'"- 

408. Observons à l'égard des cas ordinaires où F enveloppe toute la quantité, 
que , puisque Ton a , u étant =: (px y 

F{u -+- Au) = F(w + |ô.i^ + 1^02.7^ + |3ô3.i^ + etc.) 

= Yu + ^"à.Yu + 1^02. Fi^ -+- |5ô3.Fi^ ^- etc. , 

il en résulte que v^ ^-v 

F{eè^X(pa:| = a^'^xF^px; ...,(H) 

cest-à-dire, qu'il est indifférent dans quel ordre on exécute sur (px les opéra- 
tions désignées par F et e^ . 

En mettant i H- A à la place de e^ , on a aussi 

F{(n-A)x<px| = e^^xYcpx = (i ^A)xF(px (I) 

Ici on ne peut pas prendre une fonction quelconque f de Féchelle e^ ou 
1 -+- A , comme au n.o 405. Pour le faire voir par un exemple simple; sup- 
posons qu'on mette A au lieu de 1 + A et que (px soit x et F(pa; = a:^, alors 
(I) deviendroit (Axj^ iziz Aa:^ , ce qui n'a pas lieu , car Ax^ est = ax/Sx H- (Ax)^. 
Cependant, comme ^ est une quantité quelconque, on peut dans (H) 

mettre m^ au lieu de ^, m étant aussi quelconque;, alors e^ étant z= 1 h- A, 

on a e^^^ = (1 + A)*", et Ton trouve 

F 1(1 ^^ A)^X(pa:| = e^^^^xF(px = (1 + A)^xF(pa: (K) 

409. Les théorèmes précédens peuvent être étendus aux fonctions de plusieurs 
variables indépendantes. 

Soit u = (p{x ^j) , Ax = ^ et Aj = V les accroissemens de x et de jj^ indé- 
pendans; Au désignant l'accroissement total de u lorsque x et j varient à la 
fois , désignons par A^w et A'^^^ les accroissemens de u pris en faisant varier 
X séparément et y séparément ; on a , comme on sait , 

(p{x -h (^îj" + t;) = ?^ + ^ôi^w H ^'^^^\u + etc. 



v^^^.u H Qpv^^\'d^^.u-h etc. 

1. Q ^ 

H v'^^*^.u H- etc. 

1.2 



etc. j 

et 
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et il est évident que cette formule peut s'exprimer par les échelles, de la 
manière suivante , 

(i-f-A) X uzz I l^_(|bl^^-t;b»^)^-— (|ô'».H-tic)''.)2H — __^(|ôi,.H-^;5,i.)3^etc.| x u. 

Mais dans le calcul des différences on a i/ H- A// = î^ + lS^*u H- A»^w + A*'A''^/. 
En effet, en supposant d'abord que x seul prenne son accroissement dans 
^(^,jk), on a (p{x 4- <?,jk) = ^{^ ij) + ^''^('^îJK)? ^^% ^"^ supposant ensuite 
que y prenne aussi son accroissement , on trouve 

z=(p{x,y) + A'i(p(^,j) + IS}^(p{x,y) H- A^A'ï<p(a?',j^). 
Donc, en détachant les échelles, on a 

(i-+-A)xi^ =(i + Al' + A»i-4-Ai»A'i)Xï^ = (i + A»0(i -hA»')xw. 
En égalant à présent les deux valeurs de ( i + A)^^, on trouve 

(i + A»0(i +A^Ox^^ = ^^^''--^^^''-X^.. .....(L) 

Il est visible que, u étant = (pi^^y^^) j on a pareillement 

( , + A.,)(H- A.>)(i + A.." )xu = e^^'" -^ ^^''- -^ '■^"'- X «. ... (M) 
Le théorème général (E) devient donc pour ce cas 

F{( I + A^)(i 4- A'0(i + A.Ol X u = Fe^^''- + ^^''^ "^^ ^^"'- x u. . .(N) 
Puisque^, l», r sont quelconques, on peut mettre in^^ nv) rr au lieu de 
^, u, r , et le théorème (K) se généralise comme il suit : 

F|[(i +A»0'"(i +A'i)'^(i-4-A"01X(pC^,jK,/^)| = ....(O) 

^/n^^''+^^v^^'+^^r'à^^'>^y^Y(pix,y,^ 

De ces théorèmes (N) et (O) on peut tirer non - seulement tous ceux que 
Lagrange a donnés dans son mémoire cité au n.^ 3 99, mais encore beaucoup 
d'autres. Nous nous bornerons ici aux suivans, qui concernent les différentielles. 

410. Soit u fonction de x et de y seulement (car on pourra facilement 
étendre les résultats au cas de u fonction de x ^ y et t) ^ A"^ et rc)"^ dispa- 
roîtront des échelles de la formule (N) : supposons en premier lieu que F 
désigne dans (N) qu'il faut ôter 1 de l'échelle, puis prendre la puissance 
quelconque ±: / du reste ; on aura , A étant = A'' + A'^ -+■ Ai»A'i , 

(A''-t-A'' + A"A''yx« = A'« = (e^^'"^-^^''-_iyx«, . . . (P) 

(A'' + A'' + A4'A")-'xu=x^« = (e^^''- -^^^''•- i)-'x„. . . . (Q) 

De ces formules découlent les suivantes. Puisque | et u sont indépendans, 

U u u u 
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on peut faire zéro chacun séparément; alors A^» disparoît avec ^ et A»* avec vi 
et Ton aura , en mettant tu et n an lieu de /, 

A = (e** — i) 5 A = (<^ — i) : 

donc , en multipliant ces échelles entre elles , on a 

A 'A «^ = (e'' — i).(e _i)xw, (R) 

2 '2:' i^ = (e^ — 1) \e — t) x^. (S) 

Ces formules expriment les différences et les sommes en différentielles et 
en intégrales ; cherchons les formules inverses qui expriment les différentielles 
et les intégrales en différences et en sommes de quantités à deux variables. A 
cet effet , u étant (p {x ^y) et r zéro , on supposera que dans (N) , F indique 
qu il faut prendre le logarithme naturel , puis la puissance quelconque itz / 
de ce logarithme , et la formule .( N ) donnera 

(|ôi,. H^ i,ô>'.)±^Xï/ = {log(i +- A^') + l^g(i +A'OI~^X^- 

= |log(i+A)|±^Xt.. (T) 

Donc, puisqu'on peut faire ^ et y zéro séparément, et que A^» disparoit avec 
^ et A'^ avec u , on a aussi 

|±mâ±m,. ^ |log(l 4-A'0l-'"l ^t u=t«c)»±«. = {log(H-A'OI~''- 

Partant , en multipliant ces échelles entre elles , on a 

lj^x/b'^^:b^^,u = {log(i -f-A'Ol'"-[*^g(i + A'OI'^X^ ) (U) 

^-m^-n^m,^^,n^U = {log ( H- A^O h""- { ^^g ( H" A'O 1"'' X ^ (V) 

411. Cette manière d employer les échelles de dérivation fait connoitre avec 
beaucoup de simplicité les lois des premiers développemens. Pour achever 
les développemens des échelles , il faut recourir aux méthodes de dérivation 
des trois premiers articles ; et ces métljodes donneront avec facilité non- 
seulement les termes successifs de ces développemens , mais même un terme 
quelconque indépendamment des autres. 

Un seul exemple suffira. On a trouvé ^^^Ku = {Iog(i H- A)PX2^; j aurai 
donc, par un premier développement de Féchelle |log(i -+-A)}^> 

{log(i+A)P = A^i — iA + jA^ — tA^ -h etc. y. 
Je représente la série par 

(« H- 5*A -H yA^ + Sa^ + «A^ + etc.y; 
on en fera le développement réduit, comme n.^ 3i ; gjiis on y remettra au 
lieu de c«, C^ y , etc. leurs valeurs i , — 7, -H y , etc. 
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ARTICLE SEPTIÈME. 

Applications du calcul des démations à d'autres branches de la 

théorie des suites. 

412. Nous réunissons dans cet article différentes applications du calcul des 
dérivations , non dans la vue de traiter les matières à fond , mais dans celle 
d'indiquer des sujets d'application de nos méthodes et d'offrir des exemples 
de la manière de les employer. Les suites (^) que nous avons considérées 
jusqu'à présent sont ordonnées suivant les puissances d'une lettre ou les 
dimensions de plusieurs j ici nous considérerons aussi des suites qui procèdent 
suivant d'autres lois. 

Des suites qui procèdent suis>ant'les cosinus ou suivant les sinus 
des multiples d'un même angle. 

41 3. Les suites de cette forme sont d'un usage fréquent en Astronomie. 
Nos méthodes de dérivation apportent à la manière de les traiter plus de 
facilité et de perfection. 

Problème. Convertir la fonction quelconque 

(p\où -\- Ccosjc -h y(cosa;)2 + J(cosa;)5 ^ etc.] (i) 

en une série qui procède suivant les cosinus des angles multiples de x , savoir : 
A -h jScos^r 4- Ccos<2x 4- jDcos3x + etc. (q) 



Je fais d'abord un premier développement de la série ( i ) en une série 
ordonnée suivant les puissances de coso;; ce développement est (n.^Qi) 

cp^ -4- iy.q)cc.cosx + p2.(pfl5. (cosx)'^ H- p^.cpa. (cosa?)3 -|- etc. ...(3) 
Je substitue à présent à la place de cosx sa valeur en exponentielles imagi- 
naires, qui est, comme on sait., cos^ z=^(6*v'-' -H ^-*v^-'), e étant le 

(*) 11 me paroît qu'il y auroit de l'avantage à mettre une différence entre les termes série et suite, 
qu'on emploie indistinctement. On pourroit appeler suite tout assemblage de termes fait suivant des lois 
quelconques, et sene^ l'espèce de suites dont les termes assemblés par les signes 4- ou — sont ordonnés 
suivant les puissances d'une lettre ou suivant les puissances et les produits de plusieurs lettres. De cette 
manière le mot suite seroit générique, et comprendroit non-seulement les séries, mais les produits continus 
de facteurs qui suivent des lois données, les fractions contiilues, etc., etc. 
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nombre dont le logarithme naturel est lunité ; et , pour faire cette substitution 
avec plus de facilité, je fais Q-^e^v/-* = ^ et Q-'e-^N/-» z=z u^ de sorte que 
cos^r = /: -j- z^; substituant donc dans (3), il est aisé de voir, par la règle 

du binôme et parce que d.d. = Qp2. , d.d2. = 3ç5. ^ ç2.ç2, === i^ p4. ; etc. , 
que la série sera 

Çoc -+- Ji.^cc.t +p2.^a.^^ ■+■ p3.(p^.^3 -4-. p4. (^ ^. ^4 -f- etc. 

+ io,(poc*u + T>.)D.(poù.l:u '-\-T).i^^.(poc.t^u -f- D.p3. (pcc.^5^ + etc. 

+ ^^.(poc.u^ '+--g^.-D.(poc.tu^ + p2.p2.<p^.^2;^2^etc. 

(4) «}«. b'^.Çoc.u^ -h p^.D.^ctf.^^s _|- etc. 

H- p4. (pcc. u^ H- etc. 
+ etc. 

Mais D.p2.<p^ = p2.D.(pa5 , D.p^.cpoj = p5.D.(p^, etc. ; de plus on a, comme on 
sait, cosr^ =i q -^i ( ^r^v/- ^ + d-'^^v^-^), de sorte qu'il faut ordonner la série 
(4) suivant les quantités e^v^-i + e-^v/^, e'^''\/-'^ + e-2A;v/-i, a^^vZ-i ^ 
e-3*v^-i ^ etc. , ou, ce qui revient au même, suivant 

1 z=z tu =• f^w^ =^ t^u^ = t^u^ = etc. , 
t --^ u =z f^u -i- tu'^ = ^W^ ~H ^2^3 ::^ ^4^/3 «j_ ^3^^4 = etc. , 

^2 _|- ^2 :::::; ^3^^ _|_ ^^^3 ^==^ ^4^2 ^ ^2^4 z= t^w> -H ^^^^ = CtC. , 

etc. etc. ; 

remettant ensuite à la place de ^ et de ï^ leurs valeurs , on trouvera , pour la 
série cherchée , 

(p\oc -4- ë'cos^ -f- y(cos:r)2 ^ j^(cosa?)^ •+- etc.] = ....(5) 

(poc + D.D./pa5.Q~2 ^ p2.p2.(p^.2-4 -f- p3.p3.(p^.Q-6 4- p4.p4.(pû5.Q-8 -I- etc. 
+ (D.{pc»^-D.p2.<pJ|î,Q-2^-.p2.p3.(p^.Q-4+p^.p4.(pa:,2"64_p4.p5.(p^.Q-8^ 
H- (p2.(paj. Q-^ + D.p5.(p::iî. Q~3 _|_ p2.p4,(p^.Q-5 + p5.p5.(p^, Q-7 _|_ etc.). COSQX^ 
+ (P^.(Paj. Q~^ + D.p4.(pa5. Q-4 + p2.p5.(p^. Q-6 4-p3.p6.(p^, Q-8 -|- etc.). COs3a: 
H- (p4.(pctf. Q-5 4- D.p^^(pctf. Q-5 -f- p2.p6.(p^, Q-7 H- p5,p7.(pa:. Q-9 + etc.).cos4a: 
-f- etc. , 
où la loi est bien facile à saisir. 

Pour exécuter les dérivations indiquées dans (5), ou pour développer 
Ç^P^cpa en général , il n'y a rien de plus simple à faire que de développer 
p'^"^^(p« par les règles des §§. II et III de l'article premier, puis de multiplier 

tout 



car 
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tout le développement par ■ ^ ^ j ^ ^^' ^^ i .2 . 3...>.r ^ 

ce 4^'*^ 1.Q.3 s ^' ^ 1.Q.3 s 

^ (i+iX^ + Q) js+r) 

1,2.3 r 

414. Problème. Convertir la fonction 

(p\cc -h g'sina; + ^(sinx')^ + (J(sina;)5 + etc.} ....{6) 

en une suite de cette forme : 

^ -4- ^sino? H- CcosQo; -4- £)sin3a? -H £0054^ -h etc (7) 



La solution est pareille à celle du problème précédent. J'ai d'abord , en 
donnant un premier développement à (6) , 

(pcc + D.cp^. sino; -f- p2.(p^. (sinx)2 ^ ^^.(px.(sinx)'^ -H etc. -..(S) 
Mais, puisque Ion a sin^ = (q v^ — i)-».{e* v'-i — e-*V-»} , on fera 
(q|/-~i)-' e^\/-» = z^, et (— Qv^— 1)-* ^~*\/-i =:w, afin d'avoir sinx z=zt-\-u; 
substituant cett^ valeur de sino? dans (8) , développant et ordonnant de même 
qu^au numéro précédent, on aura pour (8) la même formule (4) que ci-dessus. 
Rangeant donc et assemblant les termes de (4) de même que précédemment, 
puis remettant au lieu de t et u leurs valeurs , et observant que 
{<2y/—i)-\{e'^''V-i _ ^-rV-^i| --sinro;, et Q-^{e*V-i + d-^V-i| == cos^^r, 
on trouve 

(p{oc H- Çsino; + y(sina;)2 ^- (î(sinx)5 4- etc.} = (g) 

(pcc -4- D.D.(p«.Q-5 -4- p2.p2.^^,Q-4 ^_ p5.p5,(p^.2~^ -4-p^.pi(PAJ.Q'~^-4-etc. 
+ (D(|)a + D.p2.(p^.Q-2_^p2,ç3.(p^,Q-4+p3.p4.<p^.cj-6^p4.p5.^^.Q-^^ 

— (p2.(pr:tf.Q-i -H D.p5.(pctf.Q"-3 -^ p2.p4.^ar.?-5 -4- p3.p5.(p^.Q~7 -f- etc.). COS2a; 

— (p5.(pa.Q-2 :4- D.p4.(p^.Q-4 + p2.p5.(p^.Q-6 ^ p3.p6.^^.Q-.8 ^ etc,).sin3ar 
-4-fp4.(Pa.2-^ + D.p5.(p^.Q-5 4- p2.p<î.(p^.Q-7 + p5.p7,(p«.Q-9 -H etC.).COS4X 
4- (pS.^pûf. Q-4 -1^ D.p<^.(pctf. Q-6 »j« p2.p7.(pa5. Q-^ rh p^.p^.cp». Q-^^ + etc.).sin5ar 

— {b^.Çoc. 2"^ -h- etc.). cos6x — (p7.(pt«. Q-^ -4- etc.).sin7ar -4- etc. -+- etc., 

suite qui ne diffère de la précédente ( 5 ) , qu'en ce que les lignes successives 
sont affectées ici de 1 , sino:, — cos^o:, — sinSo:, + cos4x, •+- sin5x, 

X X X X , 
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— cos 6x , — sinjx , -+- etc. y tandis que dans la suite ( 5 ) elles le sont de 
ifCOsxy cosQx, cos3x, 00540:, cos5x, cos 6a:, cos 70: , etc. 
On développera p^p^cpct de même quau numéro précédent. 

4i5. Exemple. Des formules (5) et (g) on peut tirer plusieurs conséquences 
utiles. Ainsi si Ton y fait égal à Tunité d'abord le coefficient y, ensuite S y 
ensuite g , etc. , et qu'on fasse chaque fois tous les autres coëfficiens égaux 
à zéro , et (px = a , la formule (5) donne sur-le-champ les formules connues: 

(cosx)2 = Q.2-2 H- Q-icosso:, 

(cosj:)3 :z= 3.Q-2C0SX + Q-^^osSo:, 

(cosa:)4 = Q.3.Q-4 -f- 4.Q-3cosQa: -f- q-^cos4x, 

(cosx)^ = Q.5.Q-4cosa: + i.Q-^cosSo; H- a-4cos5a:, 

et en général , n étant un nombre entier positif quelconque , on aura 

(cosa:)2« = Q-^^p'.ç^t^ + 3-2/i-i-i.|p/i-i.p«+i.a,cos2a:H-p'^~^.p«+2.^.cos4x 

4- p'^~5. p" + 5. ^. cos6a: -f- etc. + p2".«.cosQ/zx| , 

(cosa:)5«+ 1 = 2- 2^ I p«.p«.+ ^ oc* cosa:4- p""-^p" "^ 2,^, cos 3a: H- p'* -^ 2.pn-i-3.^.cos5a: 

-+- D'* - 5. D« + 4.^^,00570:-+- etc. -^-p^'^ + ^a. cos(q/2 + i)o:} ; 
pourvu qu'on fasse partout p^^.os = i dans lavant -dernière, et p2«+i.^ = 1 
dans la dernière de ces formules. 

La formule (9) donnera, de la même manière, 

(sino:)2 = ct.Q^^' — q-^cosqo:, 
(sino:)5 = S.Q-^sino: — Q-^sin3o:, 
(sino:)4 =z= 2.6.Q-4 — 4.q-5cosqo: + Q-5cos4o:, 
(sino:)5 z= 2.5.Q-4 — 5.Q-4sin3o: -H 2-4sin5o;, 
et généralement , n étant un nombre entier positif quelconque , on aur^ 
(sino:)2''= 2-2«.p«.pn.^. — q-2/i + i.| p«-i,p«+i.^.(>osQo: — p'^-^^p/i-f-a.^, COS40: 

-h p«-5.p«+3.^. cos6o: — etc. zpp^^^. cosqwo:} , 

(sino:)^"-*-^ = Q-2/2, |ç«,p«+i,^.sino: — p«-^p«+2.c«. sin3a: H- p'»-2pn4-3.^. sin5ar 

— p«-3.p«+4.a;. sinyo: -f- etc. =t p2» + '. a.sin(2/2+i)o:| j 
pourvu qu'on fasse partout p^^a = 1 dans l'avant -dernière , et p^^ + i.oj ^^= 1 
dans la dernière formule. 

416. Autre exemple. On a besoin en Astronomie de développer (1 — Êfcoso:)-'» 
en une suite qui procède suivant les cosinus des angles multiples de x. En 
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faisant dans la formule (5) (p«=:i~'", D.a=— ê*, et y , J", g, etc. = o , elle donne 
sur-le-champ , l'exposant m étant quelconque, fractionnaire, irrationnel, etc. , 

( 1 — ë^coso:)-'^ = 

1 ^ mfm+i)C^.2-^ H y -r n -r A -r g4,^^4 ^ o o g^-^""^ + etc. 

^^ l.Q.l.Q 1.Q.3.1.Q.3 

H- 772? H l_2_A_31jfg'^.2-2 H L_L^?52-4 H ~— V^ f7'2-6 + etc. .cosx 

^ 1 . 1 . Q 1.2.1.2.J l.gJ.l.Q.i.4 

(m/77z + i)^ m....(m + 3)^, ^ 77^....(m + 3)^^ - 777....r77z4-7)^^ ^ , ^*.^ ^ ^^.^^^ 

-4-] ^^-^5^2-' H ^ \, g^2~^ H ^ T b^3""^H ^ LJ-^?82-7H-.etc.^cos2a: 

(1.2 1 . 1 . <2 . 3 l.Q. 1.2.3.4 1.Q.J.1.Q...5 ; 

( 1.2.3 i.i.Q.3.4 1.2.1.Q.3...3 1.2.3. 1.2. .6 ) 

-+- etc. , 

où la loi elle facile à saisir. Cette manière de développer (1 — g^coso:)"-'" me 
paroît ne rien laisser à désirer du côté de la simplicité ("*"). Nous pourrions 
aisément multiplier le nombre des conséquences intéressantes que Ion peut 
tirer des théorèmes (5) et (9). 

417. Problème. On propose de développer 

(p{c6 + Ccoso; + 7COS2a: + (îcos3a: + fiC0S4a: + etc.} ....(1) 
en une suite de la même forme , 

y4 + Bcosx H- Ccos2x H- Z)cos3a: -f- £'cos4x -H etc. • • -C^) 



Puisque Ton a coso: = 2""^e*V~' -H 2-^e-*V-i ^i cosrx =. ^''^[e^^V-^ 
H- e-'^^vZ-îj ^ je fais e^V-^ z=z t et e-W-^ =u , et j'aurai cosrx = 2-^{ù^-h'U''); 
substituant dans la fonction ( 1 ) , elle devient 

^Co: 4- €2-^t H- y 2-1/^3 ^ j2-ii^5 + gQ-i^4 + etc. ^ 

i + f 2-^1^ H- y2-ii/2 ^- (J2~^^/5 -f- g2-ii/4 + etc. ) * • • '^^^ 

Pour faire plus commodément les dérivations , je représente cette expression 
(3) par 

C a 4- b^ -f- cù^ + W^ -+- eM h- etc. ^ 
^ j 4- b'^^ + c^^^2 + b^''^/3 H- e'^i^4 + etc. î \ • V -(4) 

(*) On peut comparer cette solution à celie qu'EuLEH a donnée dans sa pièce sur les inégalités de Saturne 
et de Jupiter, couronnée par TAcadémie des sciences de Paris en 174^, et à la méthode de Clairaut, 
Mémoires de V Académie de Paris ^ année 1754» pages 646 et suivantes. 
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OÙ je considère b', c^', h"\ etc. comme différens de b , c, b, etc. en exécutant 
les premiers développemens , sauf à faire après ces développemens b^ == b , 
c'^ = c , t>^'' = b , etc. Or , le polynôme de ( 4 ) est un polynôme double , 
a y a deux dérivées, savoir D.a = b et D^a = b^ mais aucune des lettres 
b, c, b, etc. n'a de dérivée d', ni aucune des lettres b', c'' , b''' , etc. n'a 
de dérivée d. Sous cette restriction, on voit que la formule (4), analogue à 
celle du n.° 190, aura pour développement 

(p{cc H- g^coso: -H ycosQa: -+- (Jcos3x H- etc.} = (5) 

(pa + B.(pa.^ H- p2.(p^,^2 _u g3.(p(|.^3 ^ p4. (pa.M + etc. 

-H t>'.(pa.u ■+■ nKn.Cpa.ùu + D'.p2.^^.^2^ ^ D^p3.(pa.^5^ + etc. 

+ ç'2.(pa.w2 4- p'2.D.^a.to2 + ç'2.p2.ç,^.^2;^2 _!-. etc. 

+ p'^.cpa.a^ •!- p'3.D.(p^.^^^3 ^ etc. 

H- p'4.(pa.i/4 + etc. 

+ etc. 

Or , puisque , d'après ce qui précède , les dérivations d' et d sont absolument 
les mêmes, mais totalement indépendantes entre elles , il est clair qu'en général 
p'^<pa = p'^-^P^î et p^^ç^^pa = p'^p^(pa; ainsi on pourra ordonner le second 
membre de (5) suivant 

1 ^ tu ^ f^w^ , t^u^ , etc. ', ù -+■ u^ f^u -+- ùu^ , ù^u^ H- f^u^ , etc. ; 

72 _|_ ^2^ i^Su -f. tu^^ ù^w^ + f^u^, etc ; ^5 + ^/3^ ^4^^ ^ ^^4^ ^tc. , etc. ; 
et même, à cause qu'ici tu est égal à l'unité, tu étant = e*\/-^.e-*\/ -^ ^ et 
que par conséquent toutes les quantités de la première de ces suites se réduisent 
à 1 , toutes celles de la seconde à ^+ ^ , toutes celles de la troisième à ^2 ^ ^2^ 
et ainsi de suite ; la série ( 5 ) s'ordonnera de cette manière suivant 1 , ^ -f- «^ , 
^2 4- i/2 ^ fi^iib ^ etc. ; et en remettant ensuite , à la place àçi t'-^'u^-^ t^u^-^^ 
= ^'* 4- u^ ^ sa valeur e'^^V-i H- e-^^s/-^ = Q.cosr^, on aura 

(p{x -H Ccosx -+- ycos2x -f- (JcosSa: -H etc.} = (6) 

(pa H- n'.D.cpa •+■ p^^.p^.cpa H- p'5.p5.(pa + p'4.p4.(pa + etc. 
4- (D.^a + D'.p2.,^a + p'2.p3.<pa 4- p^3.p4.(pa -f- etc.). qcosx 
+ (p2.(pa + n'.p^.^pa + p^^.p4.(pa + p'3.p5.(pa + etc.). qcosqo; 
+ (p^.Ç>a + D'.p4.^a -f- p'2.p5.(pa + p'3.p6,(pa 4^ etc. ). q cos 3 j: 
4-(p4.(pa H- D^p5.(pa + etc.)Qcos4x + (p^.cpa -h D^.p^^.cpa 4- etc.). 2.cos5a; 



etc. -f- etc. 



Dans 
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Dans cette série, quoique p^'«.p«.(pa=p'«.p'".^a, cependant p^'^.p^.Cpa ne sera pas 
^ (m + i){m + 7)...(m + n) ^^^^^ ^0^,3 ^ p^^ce qu'icip'-. et p«. 

1.2.3 n ^ 

marquent des dérivations entièrement indépendantes , quoique les mêmes ; 
et il nest pas difficile de voir, par le n.° i35, que Ton a généralement 

p'^^.p^.^pa = • 
JD(pa5.p«-^&2-i + p2(pa.p«-^e2.2-2 + p3(pa5.p«-5.ff3.Q-3 + etc.) 

P""* j +P''-2^^.p2.g*/i-2. Q-/I+2 4- p«-i(pa5.D.e'«-i.Q-«+i H- p«(p^.e*«.Q-« ) ' 

où p« n'affecte que (poc et non Ç, de sorte qu'en développant encore par p»». , 
on trouve pour le terme général de la série qui multiplier cos(/2—7/ï)x dans (6), 

p''«.p«.(pa = (7) 

DD(pAf.p"'-i.&p«-^S^.Q-"^ + P^D(p^.p'"-^e*2.p«-^e*.?-3+ p3D(pa.p'«-5.g'3.p«-.i.g>.2-4 

+ Dp2(pCtf.p'"-^ e^.p«-2.g»2.Q-3 4_ p2p2^^.pW-2. f 2^p«-2. g»2. Q-Zf 

+ Dp3(pa5.p'«-^£p'*-5.ê'^.Q-4 
+ etc . . + etc. 

H- p'"p''~2Ç)d:».g''»p2. 6'«-2.Q-m+/i4-2 

H- p'»-ïp«-i<pa.D.6^'"-^D.6*«-^ Q-'^^-^^^ + p'^p^-i^Pa.f '"D.6'«-i. Q-w4-«-i 

4- D'«-2çn^^.p2.g'OT-2 g^/ï. rj-'^+''-+-2H-p'"-^p"(Pa5.D.ë''"-^Ç'* Q-«+«-i+p'"p'»(p«.Ç'«+».«2-'"+« ; 

OÙ, dans p'*. S''""'', p^ 6*''""^» p'^- n'affecte que g''"-'" et nullement p^ £'«-•'; de sorte 
qu'il faut développer séparément ^\S^-^ et p^f"-^ , puis multiplier ces déve- 
ioppemens l'un par l'autre; les dérivées divisées de S étant y^â^sy ^, etc. 
Ainsi on aura , par exemple , 

p'2.p3.(pa = DD(pûf.y.J.a-2 4_ p2D(paj. S^' S^^-^-h 'g'^^^(pcc.S^*^Cy'2''^ 

+ Dp2(pt«.y.Qgy.Q~3 ^_ j)p3^^.y,g^3.rj-4 ^ p2p3(p^.e^5.Q-5. 

418. Si l'on demande à développer 

(p{oc + 6'sin2 H- ycosQ2H-(îsin3z -i- £COS42 -H ^sin52 + >;C0s5z + etc.} 
en une série ordonnée de la même manière : 

2t + SSsinz -4- gcosQz H- ©sinS^ -h ecos4z -Hgsin52 -|~ ©cosGz + etc. ; 
la solution de ce cas se déduit facilement de celle du problème précédent , si 
Ton y met jtt + ^ à la place de a? , ^tt désignant l'angle droit. Alors l'on a, 
comme on sait, cos(^7r -+■ z) = — sinz , cos(7t H- 2z) = — cos22î, 
cos(f7r + 3z) = sin3z , cos(2;t + 42;) == COS42, cos(t7T H- 5z) = — sin5z, 

Y y y y 
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cosCStt -+- 62) = — COS62;, etc.; la suite fi), 

(p^cc + ê'coso; + ycosQ^ -+- Jcos3.r -+- scos^x -+- ^cos5x H- ;;cos6^ + etc.} , 

devient 

<p{oc — Csinz — ycosQz -h SsinSz -^ scos^z — ^sin5z — tjcosôz -h etc.} , 
et la suite ( q ) résultante du développement devient 

^ — ^sinz — CcosQzH-Z)sin3z -^ Ecos^z — i<'sin52 — Gcos6z -f-etc. 
Ainsi il suffira de changer, dans le second membre de (6), cos^r, cosqo;, 
cos3x, cos4a; , cos5a:, cos6^, etc., respectivement en — sin.s, — cosq-s, 
sin3z, COS4Z, — sin5z^ — COS62, -4- etc., et de mettre partout dans les 
développemens des quantités dont la formule (7) représente lexpression géné- 
rale, — C, —y, — ^) — f} } — jc, — A, etc. à la place de É*, y , ^, >; , >c, A, etc. 

41g. Problème. On propose de développer 

(p{cc -f- 6*sina; + ysinQ^ + Jsin3^ -+- gsin4^ -h^sin5^ 4- etc. } . . .(8) 
en une suite qui procède suivant les sinus et cosinus des multiples de x. 

Ce problème , pour lequel on peut employer une analyse semblable à celle 
du n.° 417 ? n est pas susceptible d'une solution aussi simple que les précédens. 

Puisque sinrx = ( q >/— 1 )-».{e''*\^-i — e-'^^v/"-»| , en faisant ù = e''V-^ 
et u = e~*v/^S ^^ ^^^^ sinr^ = ( q ^/ — j)-i. (/^'^— ^/'^j , tu z=. \ ^ et la 
fonction (8) prendra cette forme : 

oc +—4- ^ -I T ^' "I 7 ^^ -• T ^^' + etc. 

^\ Q y ' , ^ 3 s , r ^-^^^ 

u f u^ 7 u^ 7 u^ — etc. 

que je représente par 

ia -h ht -^ cù^ + bt^ -+- eM + etc. ) 
^ j + b^î. + c^'u^ +. t>'^u^ + e^^u^ + etc. )' ' " '^'''^• 

expression de laquelle on tire, en développant, une série double, de même 
que de la formule (4) du n.^ 417, savoir: 

(pa -4- jy.cpa.t + B'^.(pau^ + 'g'^.(pa.ù^ 4- etc. 
+ D^(pa.w H- ^^.^.(pa.ùu 4- T^'.i^^,(pau^u -f- etc. 

+ ig^^.Ça.u^ + ^^^.B.(pa.ùu^ + etc. ....(11) 

4- ç'3, <pa. w5 H- etc. 
-h etc. ; 
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maïs ici, fe et b^, c et c'', b et t>'^\ n étant égaux que quant à la valeur et non 

quant au signe, les dérivées D^(pa et D.cpa, ou p'^g^cpa et p'''.p''(pa, ne sont 

plus égales , de sorte qu'on ne pourra pas réduire ( 1 1 ) comme on a réduit le 

second membre de (3); mais, en mettant dans (ii) lunité au lieu de tUj on 

en tire 

(p{cc -h €*sin^ + ysin7X 



(Î^sin3^ 



- {n,(pa 

- (D^.^pa ■ 

' (pS.cpa 

- (p'5.(pa 

- etc. -f 



etc. I = 

4- p'4.p4.<pa 

h p'4.p4. (pa - 
h p'^.p^.cpa - 

h p'4.p^.<pa - 
h- p^^.p4.(pa - 

h p'^^-p7.(pa - 
h p'7.p4.(pa . 



etc 


• • V 


etc.] 


)t 


etc.] 


)u 


etc.] 


)t'^ 


etc.] 


)u^ 


etc.^ 


)^3 


etc.^ 


)u^ 



(12) 



- D'.D.(pa -H p'2.p2.«:pa + p'5.p3.(pa 

- D^p2.(pa + p^2.p3.(pa -4- p'3.p4.(pa • 

- ^^'^.T>.(pa -^ p'3.p2.(pa H- p'4.p5.(pa ■ 

- D'.p3.(pa H- p'2.p4.(pa + p'3.p5.(j)a ■ 

- p'5.D.(pa -f- p'4.p2,(pa H- p'^.p3.(pa - 

- D^p4.(pa 4- p'2.D5.(pa H- p'3.p6.(pa • 

- p'4.D.(pa -4- p'5.p2.^a H- p^^.p5.<pa • 
etc. 

Pour mettre à la place des t et u leurs valeurs en sinus et cosinus de oc 
et de ses multiples , il est nécessaire de développer cette formule et de remettre 
à la place de b, b', c, c'^, etc. leurs valeurs (sv/— i)'"^€*7 — (^v/ — i)""^€', 
(q|/— i)~^y, — (2^—1)-^^, etc.; mais, sans faire les développemens 
réduits, il est aisé de voir qu'on peut se contenter des développemens en b 
et \>\ où l'on observera que d ne peut affecter aucun b' ni iJ aucun b, et 
que p^.b'* et p'^.b''' seront égaux à (2 y/— 1 )~''p"-€*'' et à ( — qv^— i)-'"d«. g''', 
où les dérivées divisées de C seront simplement y, cJ", g, etc. ; et l'on aura 
ainsi pour le commencement de la formule (12), 

(p\oc H- ê'sino; + «ysinQa; -h (îsin3a; + gsin4aj + etc.] = ....(i3) 

(poc\ + DD{pa.e*2,Q-2| _|_ DD(paj.D.CD.6'.2'-^ + p2p2(pa5.?4 Q -4 1 +etc. etc. 
+ D(pctf.&sina;| + DD^pa.^jo. £*. q- »cosa: H- j^'D'^(poc.C^.2-^sinx\ + etc. etc. 

+ DCpoj.D.CsiuQ^ p2(pci5.g*2:Q-icoSQa;| + DD(Pa.e*p2.g'. Q -i COS QX 

H- DD^cpoî.ê'D.C^. 2-2sin2a; — Dp^cpc^.C'f. Q -^cosQo? | + etc. etc. 

4- D.:pû5.p2.g*. sin3:«; — ^-^(poc-D.Q^. ^-^cosix — ^'^(pocX'^.^'''^sin3x\ 

+ DDcpoj.fp^. C.Q-icos3a; 4-Dp2(p^.6'p2.e*2. 2-.2sin3a; — Dp3(p^.CD.C3. Q-3cos3:c 

— Dp4(pctf.g'5, 2~4sin3:i;| -h etc. etc. 

+ etc. etc. 

Il est aisé de pousser ce développement aussi loin qu'on voudra. 
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(II.) 

Des produits de facteurs dont les premières différences sont 

constantes. 

420. Les produits de la forme ni{7n — r)(^ni — qt) {m — nr + r) ou 

m(7n + ri(7w + 2r) {m+nr-^r) se présentent fréquemment dans l'Analyse; 

nous les avons rencontrés trop souvent pour n'avoir pas désiré de les exprimer 
d'une manière abrégée , afin de simplifier les formules dans lesquelles ils entrent. 
Les signes de dérivation en offrent le moyen. Si nous n'en avons pas fait 
usage plus tôt , c'est que nous avons craint de présenter nos résultats sous des 
formes trop éloignées des formes ordinaires. 

Vandermonde {^) etKRAMP (*^) , en assimilant ces produits aux puissances, 
ont été conduits à les exprimer commodément et à y remarquer plusieurs 
propriétés qu'on peut regarder comme les fondemens d'une théorie que ce 
dernier Auteur vient d'enrichir de plusieurs théorèmes, et à laquelle il a ajouté 
des recherches sur la manière d'évaluer ces produits par des séries convergentes. 

Ces produits et les coëfficiens binomiaux ont aussi mérité l'attention d'EuLER, 
qui a donné sur ce sujet différens mémoires (**^) , et des notations particulières 
pour les coëfficiens binomiaux. 

Sans entrer dans de trop grands détails sur la théorie des produits dont il 
est question , notre dessein est de la rappeler aux dérivations tant en elle- 
même que quant aux notations. Par ce moyen les expressions se lieront plus 
étroitement aux différentielles , ou aux intégrales définies , et généralement 
aux formules dont ces produits tirent leur origine ; nous aurons en même 
temps des signes très-expressifs pour les coëfficiens binomiaux, et des moyens 
de rendre plus faciles certaines démonstrations par l'application de nos formules 
précédentes. 

42 1 • Pour abréger nous nommerons quantité factorielle , ou simplement 
factorielle , le produit m{m — r)(m — ^ r)(^7n — 3/') {m ^ nr + r) , 

(*) Dans son mémoire sur chs irrationnelles de différens ordres avec une application au cercle ^ imprimé 
parmi .ceux de l'Académie des sciences de Paris, année 1772, première partie, pages 489 et suivantes. 

(**) Dans le chapitre III de V Analyse des réfractions astronomiques et terrestres , Strasbourg, an VII. 

(***) Dans les Acta , surtout dans les tomes VU et VIII des noK>a Acta de l'Académie de Pétersbourg, 
Comme cette matière est liée aux intégrales définies, on peut y rapporter plusieurs autres mémoires du 
même Géomètre répandus dans les Commentaires de Pétersbourg , ainsi que différentes parties du i.er et 
du 4.* volumes de son Calcul intégral et de ses Opuscula analjtica. 

OU 
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OU m(7n'\'r)(m + 2r)(m+3r) (m+/zr— -r); nous appellerons /acùorîeile 

,..,,, . 7n(7n — r)(m — '2r),..J7n — nr4-r) ^ - - r 

divisée 1 expression ^^ — . Le premier lacteur m 

^ 1 . Q . 3 n ^ 

s'appellera la quantité initiale ; r est la différence factorielle , et n lïndice 
ou le nombre des facteurs. 

422. Si Ton suppose d.^ = 6* et zéro toutes les dérivées suivantes de oc^ 
on a , par ce qui précède , 

d'où il s'ensuit que , si l'on fait a= i^ €*=D.i = i,on aura 

^n^m _. 77Z(/7I— l)(77Z— 2)(77Z — 3) (/T^ — TZ+l), (i) 

pourvu qu'on ne fasse i'» = i qu'après le développement. On aura pareillement 

(~j)«.D''l-'« = 7W(77l + l)(m + Q)(w + 3) {m^n^x), ..\<x) 



m 



T^^D"! '' = m{m — r){m-'2r){m'-3r) (m--nr+r)y (3) 

m 

(— r)^D«i '" = m{m-^r){m + 2r){m-\'3r) (jn-^nr—r\ •..(4) 

Ainsi, pour passer de (1) à (3), on divise dans d«j'» l'exposant m par r et Ton 

m 

multiplie D«i '^ par r'»; pour passer de (1) à (4), on divise dans d"!*» l'exposant 

m 

77zpar — r et l'on multiplie d«i""'^ par (— r)". 

m 

Si par l'expression d«. i"''^*, où l'on a mis un point après le dénominateur 
— r de l'exposant ^ , on convient d'entendre que d. 1 , la première dérivée 
de 1 , est égale à ce dénominateur pris avec le signe qui laffecte [ n^. 1 , d5. 1 ^ 
etc. étant toujours zéro], on aura des notations fort simples. Les factorielles 



m 



(q), (3), (4^ s'exprimeront respectivement par dm ""^•, dm '^- , dM'"'^-; ou bien, 
par D''. i'"^-^-, dM'»^'^-, d".!'»--'^-, en mettant w:r au lieu de — , pour plus 
de facilité typographique ; et l'on aura 

j3/ijOT:r. --- rn^j^^fiym.T et D'*.l'»- -^' = ( — ry.D»!^ •-'' ..•..(5) 

4^3. Quant aux factorielles divisées , on a pareillement 

^ x.Q.3,4.....,...Az ' 

Z z z « 



p«,l«:r. _ V A ^^ 2 V 1^ ^gj 

^ i.Q.3.4 n ^ ^ 

— (, i)( 9). . . ( ^H-i) m\m-?){m'-^r). . ,(in-nr-\-r) 



r 



n^m '.r 



1 . Q . 3 n r , 2r . ir 



,nr 



j 



ainsi les coëfficiens binomiaux s'expriment aussi très -simplement par nos 
notations. ___-_;__--- 

424. Recueillons à présent quelques propriétés des factorielles. 
Sans changer la valeur de la factorielle d'^.i'»-'^-, on peut changer ou 
Imitiale m ou la différence factorielle r. 

M: Ml 

En effet, puisque i"»*'" = 1 *" , on a d«i'"-'' = d«i /" ; or, numéro 
précédent, d«i'«-^= ^ , et nn '" =-__dM '^ ; donc on a 

Mr 



D«. l'«:r. ':^^ «^ £>«, i 






-^n^^mir. — ^ rk«. i "^ . ( 7 ) 



OÙ de m rinitiale est changée en M. 






Pareillement, puisque l'^'-'^zi ' , on a d^i'»-^ = 0^^! ; or on vient 

, mR 

de voir que d«i'«-'' = — ^ , et d'»! = -^ ; donc on a aussi 

nR „ 
^n :R. 

0».im:r. __ _- p». i ^ ^ (8) 

où de r la différence est devenue R. 

426. Puisque la valeur d une factorielle demeure la même si Ion écrit ses 
facteurs dans un ordre renversé , c'est-à-dire, puisque 

ce qui est représenté par cette équation 

j^«jm:r. — - j^/i^^ (m-nr+ r):-r. j (g) 

on a le moyen de changer le signe de la différence, sans changer la différence 
ni la valeur de la factorielle. 

426. Si la différence r devient = o, la factorielle devient une puissance, 
et Ton a / ,^\ 

jyn, im:o, ^i:;:; /yj/i j V^^ ) 



DES DÉRIVATIONS. Z6j 

car dM'"*^' = m(m — o){m—Q.o){m--3.o) (m — n.o+^o) =r m\ 

Si, dans le quotient deoM " divisé par d^i ^ , w et (/deviennent 
zéro , la valeur de ce quotient sera = ~ • 
En effet on a dans ce cas 



D". 1 



et , en multipliant par zéro chaque facteur du second membre , où il y a autant 
de facteurs au numérateur quau dénominateur, il est clair que ce second 

membre se réduit à — - . 

^" 

427. Après ces observations sur les initiales et les différences des factorielles , 
portons notre examen sur les indices. 

Théorème. On a pour d« + m'«-'^- ces deux expressions 

et D"-+-M'"-'"- =: D^ !'" = ''• XD«. i('"-'^0-'^-. (12) 

En effet , on peut partager la factorielle proposée en différens grouppes de 
facteurs; ainsi Ton a 

0» + ^ im.r, :=:m{m-r){m-ar), . .{m-îir+r) x (m-nr){m-nr-r), . .(m-nr-sr+r) 
= m{m-' r)[m- 2r) . . .(m- sr+r) X {Tn- sr^m- sr- r) , . .{m-sr-nr-^-r)^ 
ce qui donne le théorème. 

428. De là on peut déduire les valeurs des factorielles lorsque l'indice de 
D devient négatif et entier , et même pour des cas d'indices fractionnaires. 

De (iq) il s ensuit d'abord , en y faisant s =. — tz , 

donc, puisque D^. !'«•'•• = !'« = '• = i , on a 



-.nim:r. • •. ...(l3) 



et, comme d". i('""+-'*0-'". = dmC^' + o--'-- [fornlule (9)], on a aussi 
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En développant cette dernière équation , elle donne 

1 



(m-|-r)(7n-|-Qr)(//îH--3r) (m-i-nr) 

La notation d-« a l'avantage qu'en la considérant comme une dérivation 
inverse de Tordre n , elle fait trouver par sa nature même la valeur de 
JJ-» jflj:r.^ Car, puisque D", !'"•''' = r^.D^i '»•'', on'a, en changeant a2 en — n^ 
p-.»jm:r._— ^-n,j3-«jm:r^ c'est-à-dire qu'au lieu de multiplier par r lorsqu'on 
exécute la dérivation directe dans d. i'" = '^^ , il faut diviser par r lorsqu'on exécute 
la dérivation inverse dans d-^. i'» • '^* , ce qui s'accorde avec ce qui a été observé 
au n.° 384; et, en exécutant les dérivations inverses, on trouve 



— hi — +2 






m-\-r (rn-\-r)i^7n-\-%r) 



- + 3 



s" - ^. 1 ■ . 1 



1 11 



On a donc 



l.!2.3...A2 D'^l'' D'^. Il'-** 



429. En égalant entre eux les seconds membres de (1 1) et de (iq) , on trouve 

jjn, im.r. -_; jj/i. ^im-sr):r, ^ ^ ; 

et si l'on change n en — n^ et m^ r en M ^ /î , on a aUvSsi 



j)5^ ,M:i?. 



D^ 1 ^M.'\-nR)'.R^ • 

Multipliant ensemble ces deux équations, il vient 

D'. 1». '"-«'■>:'■• X D-'. I <.^ + "^) • '^^ 

Ç 

Or, si l'on met — au lieu de s (ou, comme on a coutume de s'exprimer, si 
l'on suppose que ^ devienne infini), il est visible, par les n.^^ 426 et 428, 

que D«. 1 "" X D . 1 "" devient =; -^ ; donc , 

Théorème. Quel que soit /z, on a toujours 

s s 

DM'»-'. XD-MAf^'R- = 4 ^-^ ^^-^ , ....(16) 

OÙ 
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S 



OÙ Tindice — de», dans le second membre , indique que les factorielles sont 
composées d'un nombre infini de facteurs;, et Ton a, en développant, 

DM'^-^-xb-M^^^- = (17) 

r^77z.M(m-^r)(M--RXm'^<2r){M'^QR){7n--3r){M-^3R) à Finfini 

Toutes les fois que n est un nombre entier, le premier membre donnera 
une expression finie de lexpression en suites infinies du second membre. 
On voit que dans les seconds memJDres de (16) 7t n affecte aucun indice, 
mais qu'il entre seulement dans les exposans de 1 ; ainsi le développement du 
second membre de ( 16) se fait de même lorsque n devient une fraction ou une 
quantité irrationnelle ; donc ce second membre donne une expression en suites 
infinies de dM'»-''- X d-''. i^*^- , lors même que Findice n est fractionnaire 
ou irrationnel , positif ou négatif. 

Si r = 1 et iî = 1 , et si ^ est infini , on a 

D«i«.D-«i^ = TT--— = (18) 

772.M(m~i)(iVf~ tX^-Q)(M-Q) à rinfini 

(77ï~/2)(M-4-r/X'^-:'^--0(^-^--'^-0('^---'^--^X^+'^"-2)- • .à l'infini ' 
Si de plus on fait s négatif et infini , on a ce théorème de Vandermonde , 

D«l« D-«l-^ = r jrj^^ = YlQ^ 

(m-n+ iXM+7t+ i){m^n + '})(M+7t + Q){m^n + 3){M+n + 3)...ra VinR^^^ 
{77i+i){M+i){m + ri)(M+2){m + 3){M+3). . . r^rinûni 
et il est facile de voir qu'en effet le dernier membre de (18) est égal au dernier 
membre de (19), en multipliant en croix ces deux expressions. 



45o. Appliquons à présent nos formules de dérivations aux factorielles 
divisées. Ces factorielles ont dés propriétés qui leur sont particulières : en 
voici quelques-unes. 

On a p'»i« = ç«-9 im^ / j \ 

La démonstration se tire des développemens. En effet on a 

rn{7n.^i){m-2) {m-^n-^i) m(m-^ i){m^Q). . .(/z- +-i) 

^ • 2 . 3 71 l ; Q ; 3 i^m^n) ' 

comme on le voit en multipliant en croix. 

Aaaaa 
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43i. D.i étant = — i , oir a 

p«^ li«;-l. --- p'^-^ l(«+0--»-. ...... (2) 

C'est un corollaire du n.^ 71 5 ^ qu'on obtient en y faisant a = 1 et r = m. 

452. Puisque iC'w + Mjrr — ^ !'«•'•. i^-'', si dans la formule du n.^ 87 on fait 
^ =^ i^f*'' et « = !'»•'', on a dune manière bien simple cette proposition : 
Théorème. dm('« + ^) = ''- = ç«. (!«•'•'. i^^'') = . . . , .(3) 

Si n est positif et entier la suite se termine , et son dernier terme est p^i'»/''-. 
On peut tirer de ce théorème plusieurs conséquences remarquables. 

433. Si dans ( 3 ) on fait r=i et72=5-j-M, on aura 

pj+Mj^w + M 3:;^:: 
^etC. + Ç'"-^!'". p-' + ^l^H-D^'-^iw. p* + 2iM^ÇOT-.iXm,pjH-ilM^pmim^Ç*|iVl. 

car D'"+^i'" = o, comme on sait : donc, puisqu'on a, n.^ 43o, 
la suite précédente , écrite à rebours , donne ce théorème 

jys^M im-\-M -— - (^j 

Cette suite est aussi égale à p'»-M'»+^ par le n.^ 430. (*) 

434. On démontre aussi avec facilité le théorème suivant , auquel Lagrange 
parvint le premier (**), savoir : 

^^ (l.Q) ( 1.2.3 ) ( 1 . Q . 3 ) 

{7n^i)i7n^3) 7 .5.3.1 

= 1.2.3 n ^- ^^^ 

En effet, en faisant, dans la formule (3) ci-dessus r=i, mzzn^ M^n-, cette 
formule devient 

p«|2n ;:::: ip«(lM«) = p«l« H- Dl^.p"-'^ 1» -4- p2i«.p«-2 i«^ p3i«.p«-3i« ^etC. ; 

(*) Ce théorème a été donné par Euler dans le tome V, i.«^c partie des Acta de l'Académie de 
Pétersbourg , page 97. Les dérivations nous y ont conduits d'une manière fort simple. 

(**) Dans le tome V des Mélanges de l'Académie de Turin, page 177. Euler s'est depuis occupé de ce 
théorème dans différens endroits. Voyez les mémoires de l'Académie des sciences de Paris, année 1778, 
page 606 , et le tome des ^cta de Pétersbourg , que oous venons de citer. 



DES DÉRIVATtONS. 5^/1 

et, puisque (n.^43o)g«i« = doi«= i, ç«-ii« = di«, p«-2i« = p2x«^etc. , on a 

çnj3« =14- (di«)2 -4- (p2i«)2 -f- Cp5i«j2 + (p^i'')^ H- etc (6) 

Le second membre de cette équation étant égal au premier membre de (5), 
il n'y a plus qu'à démontrer que Ton a 

p/ïi2« — Q«pM(2«--0'a-, oif n'^i^» = q«dM(2«-0-2.. (y) 

On y parvient facilement au moyen de ce qui précède. En effet , en faisant 
dans (il) du n,° 4^7 r = i , ^ = /z et t/ï = q/z, on a d^^i^" = d^i^^.b^i^ ; mais 

jj2/ii2» =q/2(q7Z— i)(q/z — 2)(2/2— 3) 6 . 5 . 4 . 3 . Q . 1 = 

Q72(q/2 — qXq/Z— 4)...6. 4. Q X(2/2— 1)(Q/Z — 3). . .5.3. 1i=DM2«:2. xdM(2«-i):2. . 

or D«.i2«:2. — Q^D'^i", par la i.^^ des formules (3) du n.^ 422 j donc D2«ia« = 
q«.d«i«Xdm(2«-Oî 2. = D^i^^D'^i"; partant d^i^» = q«.d«. iC^^-O-a.. 

Si dans l'équation (4) ttz et ikf sont fractionnaires et que n le soit dans 
Féquation (6 j , puisque m , Af et « n'entrent pas dans les indices de d des seconds 
membres de ces équations , il s'ensuit que dans ce cas ces seconds membres 
seront des suites infinies égales à des dérivées à indice fractionnaire. 

435. Remarquons, en passant, que, m étant entier positif, on a 
(i-H i.vr-Hi.a;2-4-etc. + i.x^'" = {i.oc^ -H i.x^-^ + etc. H-i.,r H- i)»»; 
et les développemens des deux membres renfermeront les mêmes puissances 
de 00^ l'un dans l'ordre ascendant, lautre dans l'ordre inverse; donc, puisque 
ces deux développemens doivent être égaux entre eux, quel que soit ^, il faut 
que les coëfficiens des mêmes puissances de o^ y soient égaux entre eux. Or, 
dans la supposition doD.i, p^.i , etc. p^.i=ri, etp^-M.i, -g^ + ^i^ etc. = 0, 
le coefficient de œP sera pf. i'» dans le premier développement, et dans le 
second, il sera p''«-?.i'», comme il est aisé de le voir (n.^83). Donc on a 
ici p/'. i'" = p^'"-/'.!'". C'est une extension de la propriété du n.° 430. 

A présent, si dans la supposition de d. 1 , p^.i , etc. , d^. 1 :;= 1 , on met 
1^ au lieu de oc et 1"» au lieu de a dans la formule du n.^ 87, on trouvera, 
comme n.° 433 , que dans cette supposition on a aussi 

p^ + z^iw-f-M— p/Af-j. i/Ti+Af — .;...(8) 

l.p^l^ + D.l'».p'^+M^ + p2.i'».p-» + 2.iM ^ p3.i« p^-h3.jiW ^ etç^^ 

et , en mettant dans le n.® 87 i^ et i" au lieu de a et a, on trouvera encore , 

comme n.^ 434 , qu'on a dans la supposition actuelle 

pKi^/i = 1 4-(d.i«)2 + (p2.i«)2 + (p5.i«)2 H- (p4.i«)2 + etc. ....(9) 
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Ainsi les propriétés observées dans les numéros cités pour les binômes , 
s'étendent aux polynômes de la forme ci-dessus. Elles ont même encore lieu 
lorsque m^ M et n deviennent fractionnaires. Ces propositions appartiennent 
à EuLER : voyez le tome V , a*^^ partie , des Acta de Pétersbourg. Les dériva- 
tions , comme on voit , en rendent la démonstration fort simple. 
Après cette digression, revenons aux factorielles. 

436. Si Ion met \^''^ au lieu de «, et ip '^ au lieu de a , dans la formule 
du n.° 95 , D. i étant = r, on en tire sur-le-champ 

D«. l(F + î)-''- = (10) 

D«. 1 ^=''•^-D 1 «.D. n*'^- X D'»-^ 1 r-''- -h p2 1 «.D2. If :^ X D''-^ 1 V-^^ -j-p^l^D^. IP • '*• X B"-^. l ^*'■• 

H- etc. 

Cette formule donne la conversion de la factorielle du binôme en une suite 
de factorielles de monômes : elle est aux factorielles ce que la formule ordi- 
naire du binôme est aux puissances. Nous y sommes arrivés d'une manière 
bien simple et sans induction. 

Elle suit aussi de (3 ) du n.^ 432. 

457. Je mets M -+- nr au lieu de ^, et Je multiplie tout par d-«. i^- ''•; jai 

Mais on a d»-^ i(*^ + «'')•'•• xd-". i^-''- = d-^i^-''-; c'est ce qui résulte de 
(11) du n.^ 427 si l'on y met — n^ n — k ^ M an lieu de /z, s et tu. Ainsi 
la formule qu'on vient de trouver , se réduit à celle du théorème suivant 
de Vandermonde , important dans la théorie des factorielles , parce qu'il 
sert à les lier aux intégrales définies. 

Théorème. dM(/'+^-+-''0 • '•. xd-M^-''- = (11) 

1 + Di^D. i/'*''Xi>~M^ = ^- + P^i^d2.iF-''- xn-^i^-'' -f-p5i«.D5. !/'•''♦ xd-5.1^''^- 

-f- etc. 

Puisque n^ p ^ M n'entrent pas dans les indices du second membre , celui-ci 
donnera la valeur de d''i(f+^-^'»'^)- xd-«m^='', quels que soient n^ p et M^ 
entiers , fractionnaires , irrationnels , positifs ou négatifs. 

En comparant avec (16) et (17) du n.^ 4*29, où Ton fera R = r^ et m == 
p -h M -+- nr^ on aura deux expressions de la même quantité factorielle 
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jj« 4 m. T. y D-«. 1 Afr. l'ui^e par une suite, J autre parle quotient de deux facto- 
rielles qui se continuent à l'infini ; ce qui donne le moyen de convertir des 
suites finies ou infinies en produits continus. 

On peut modifier la forme de ce théorème de différentes manières ; on 

peut, par exemple, changer ©-«. i^-'^- en —^ — --___^^(n.^ 428), et alors 

la suite donnera la valeur de ^ — (M-hnr):r — • ^^ P^^^ exécuter la même 

chose sur (16) du n.** 429. 

438. Si dans (1 1) du n.<^ précédent on change entre eux net p : r^ le second 
membre demeure le même ; donc on a 

ce qui donne une transformation d'indices assez remarquable. 
Du n.^ 4'^7 on peut aussi déduire la formule 

•Q/i j(m-jr) : r, D^. l('"~'"') • '*• 

en égalant entre eux les seconds membres de ( 11 ) et de ( 1 q ). La formule 
du n.^ 431 n'est qu'un cas particulier de celle-ci; on l'obtient en faisant 
r=: — 1 , m=: — 1, ^ = 7?z— 1. 

Ces formules donnent le moyen d'avoir les valeurs des premiers membres, 
lorsque l'indice n est fractionnaire, pourvu que dans la première p : r soit 
un nombre entier et que s le soit dans la seconde. 



439. Quoique les applications qu'on peut faire de cette théorie des facto- 
rielles soient ce qu'elle présente de plus intéressant , je ne pourrai m'en occuper 
que pour en donner une idée. 

Soit proposé de ramener aux factorielles Vintégvale r7nfx''^-^(i^x^ydx 
étendue depuis œ = o jusqu'à x z=z 1. 

Je développe (1— aî'^)«, et l'expression précédente devient 

r?nfx''^-^{i'--j}i''.x' -+- p2i«.a;2r _ p3i«.a;3r + etc.|d^, 
ou bien 

— pSin.A^TTï/o^^'^ + Sr-.idar -i^ etc. ; 
en exécutant l'intégration , on trouve 

TTi ^ m r> m 
—^ xrm^r ^ p2i« x'rn-\^:Lr _ pôi«^ . p- ^^'^ + ^^ -+- CtC 

Bbbbb 



m 
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Cette intégrale , étendue depuis 00 = jusqu'à a: = 1 , se réduit à 

Or cette expression est évidemment égale à 

1 +I>l''.Dl~'".D-'l'» + p2i«,ij2i-«,i)-2im_|_p3inD3i-w,j)~3iW -f- etC. . . .(l3) 

Comparant à la formule (1 j ) en y faisant r=i, pz=, — mjMzzzm^ elle donne 
pour la série (i3) l'expression d«i«.d-'' i'»; et la formule (1 g) du n.® 4Q9 donnera 
pour cette expression une fraction de factorielles dun nombre infini de 
facteurs. Ainsi 

rm/x'''»-'^(i '-x^'Ydx^ [depuis ^ = jusqu'à a:=i] = ...(14) 

3j«l« D-«i'" = 1 (^y^4-AZ+ l)Q(/?^-^7^^2)3(/y^ + /^ + 3)4(y7^-HA^-h4) 

(Az+i)(/7ï + i)(/î + 2X'^ + 2)(Az+3)(m + 3Xn + 4)(77î+4) 

440. Voici un exemple où l'indice /z de d est une fraction. 

Soit 1 le rayon du cercle , x l'abscisse comptée du centre ; on sait que la 
surface est =y*(i --x^)idx ; et en prenant l'intégrale de :r = o jusqu'à x=i ^ 
cette intégrale est égale au quart de la surface du cercle ; je désigne ce quart 
par ^TT. Comparant /( 1—0:2 )ï^^ avec rmfx^'^-^{i-'X^Ydx ^ on a r = Q, 
n = ^^ rm — 1=0, donc m = ^ ; mettant ces valeurs dans (i3) et (14), 
on trouve 

il _ii. 2.4.4.6.6.8.8.10.10.1Q.IQ.... 

^^ — ^'^'•^ M» 3.3.5.5.7.7-9. 9 .11 . 11. i3 ' 

ce qui est l'expression connue de Wallis. 

^-L_j_ 1 il l-i_l 1 ' — J. 1 

A cause que, n.° 497, d =*"^^i* = d *l^D'l*"^*, ou d*i» = n""»i^ , 
on a aussi ^ , , ^^ ^ 

lyt = {DM^r, et DM* — ^/;r, 

7f étant la surface du cercle dont le rayon = 1. 

Je ne m'étendrai pas davantage : je n'ai voulu qu'indiquer l'usage qu'on 
peut faire àes dérivées à indice fractionnaire et reveiller par là lattention sur 
les différentielles à indice fractionnaire^ sujet qui a été peu cultivé jusqu'à 
présent. (*) 

(*) On trouve sur les différentielles à indice fractionnaire une remarque de Leibniz à la fin de sa lettre 
à Jean Bernoulli , du 28 décembre 1696, Commercium epistolicum , tome i.^*", page 107, et une remarque 
d'EuLER dans le tome V des anciens Commentaires de Pétersbourg^ page 55 ; c'est à - pei^ - prés tout ce qua 
:je connois sur cette matière. 
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(IIL) 

De la méthode directe et im^erse des différences y et de la transfor- 
mation y sommation et interpolation des suites. 

44 1. On peut apporter de grandes simplifications à la méthode des diffé- 
rences par la séparation des échelles et par l'application des formules de 
dérivation. Nous allons le faire voir succinctement , et montrer qu'on obtient 
ainsi avec la plus grande facilité les théorèmes généraux de cette méthode , 
et que ces moyens sont très-propres à l'enrichir et à Téteiidre à de nouvelles 
recherches. 

442. Commençons par fixer la signification d'une notation qui nous devient 
nécessaire. 

u on q)x étant une fonction quelconque de a?, on a coutume de désigner 
par li}^ u^% z^'", etc. w^''^ ou par «/(O, 2/(2), w(3), etc., wC"), les valeurs ou les 
états successifs de u ou de (px, lorsque x y devient successivement a? + Ao;, 
a; H- QA'3?, ^ H- 3Aa: , etc. , ^ -H tz A.r ,et même les états successifs de u lorsque 
X varie par des accroissemens quelconques inégaux entre eux. On désigne aussi 
ces états successifs de u par des indices inférieurs , de cette manière \ u ^ u^y 
Un ^ Unij etc., ï/n , ou de celle-ci : u ^ Uij uq , u^j etc , w» ; et les états 
antérieurs à l'état primitif u sont alors indiqués par u^^ , ï^-nj n^mj etc. ^/-K > 
ou bien par î/-i, w_2, «^-3, etc. , w-« , etc. Nous emploîrons ces notations; 
mais nous désignerons plus souvent ces Etats successifs par Ei/, E^^/, E^u^ 
etc., E"i/, etc. ; de sorte que Eu:=zui , E^u = 1^2, etc., E'^u = w„, E-^^/zz u^nf 
E^u=u; et si .X croît uniformément, on aura EP(px = (pxj E(px=:(p(x'+-/Sx)j 
E^cpx = (pi^x+aAx)^ etc., E''(px = (p{x + nAx)y E-' (^x=i(px -- ^x)y E-^(px 
= (p{x — Q Ao?), etc., E-'^ipx = (p{x — n^x). On peut désigner de même les 
valeurs successives de la variable ar, par E^x^ Ex y E^x^ etc. , E"a:. 

En se servant ainsi de la caractéristique E, on a l'avantage de pouvoir 
la séparer des quantités qu'elle affecte , et la faire entrer dans les échelles , 
détachées des fonctions. 

443. Soit que x croisse uniformément ou non, on a E^x = (p{x -h àx) 
= (par H- A^^? donc, en détachant les échelles, on a 

E=i + Ai etA==E— 1, (1) 
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partant E« = (i+A)*», E-^ = (H-A)-^, 

A"* = (E— i)*», A-'» =1= 2^ = (E- i)-'». 

/^ô Ax.b 

Si /Sx = ^ est constante , on a (n.® 404) E = e^ = e ' ; et si Ton fait 

dx = Ax (n.® 35q) , on aura E = e ; donc, si Ao: est constante , on a 

d = Ax.^ = logE = log(i + A), (q) 

c'est-à-dire que la différentielle est alors égale au logarithme de l'état varié; 
et l'on a d« = (logE)«. 

444* Si l'on a la fonction (p{x^y^ de deux variables a: et jj^, ces variables 
étant indépendantes, ou Tune et l'autre fonction dune même variable t, on 
désignera par E^> l'état varié de (p{x^j) lorsque x seul y a varié de Ax; par 
E'^ l'état varié de (p{xyjy) lorsque j^ seul y a augmenté de Ay; et par E l'état 
varié de la fonction lorsque x etj y sont devenus à la fois x -i- Ax ^ et y -h Ajr, 
de sorte que 

W>(p{xyy) = (p{x-hAx,j), E''(p(a:,jK) = (p(x,jK-f- Ajk), 
E(p(x,j) = (p(ar + Aa:,jK+AjK) = E'>E^'(p{x,j) ; 
et en détachant les 'échelles , on a 

E»> =14- A^ , et E'i = 1 + A'» , 
E = 1 +A = (1 -f-A»0(i -t-A'») = E^'E'». ^ ^ 

Puisque A =r A'» + A'^ + A^» A'^ = A'» + A'» ( 1 + A»») = A'^ + A''( 1 + A»' ) , 
il s'ensuit que 

A = A»' + A'^E^', ou A = A'i -+• A^'E'» ; (4) 

et en appliquant l'une de ces équations à échelles à (p(xyj)y on a 

A(p(a:,j) = A^>(p{x^j) -f- A''<p(a: + Ao:, j)- 
On tire aussi des équations (4) 

^m — (^i, ^ A'^E»')'" ? A"» = (A'^ + A^E'O'" , 
S'" = A-'" = (A»' H- A»iE',)-'«, Z'" = (A>' -+- A''E'')"-'«- 
Les équations (4) sont très-importantes; elles rapprochent le calcul des diffé- 
rences de celui des différentielles. 

Soit u = (p(xyy^z)y les variables x^j^^ et z étant indépendantes ou 
chacune fonction d'une même variable t ; si l'on désigne encore par E'»^ l'état 
varié de u lorsque z y est devenu z + Az, on aura pareillement 

E»' = i+Ai', E'^ = i+A'S E"^=i+A«»', . . 

E=:Ei'E'iE"^ = (i + A'')(i H- A»0(i + A'>i). 

De 
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De là on tire E = (1 -f- A^' ^- A.iE^)(i H- A'»») = 1 + A^» + A»*E'' 
+ A»»' E^> + A»* A»»' E'' ; donc , en étant lunité de part et d autre , 

A == A'' H- A'^E^' -f- A"»Ei'E»i ; ^ (5) 

et , comme A>», A»' , A«» entrent de la même manière dans A, on a aussi 
A = A'ï -f- A^'E'i ■+• A"»E''E'S A = A»»^ + A^'E»* -+- A»iE»»^Ei». 
On trouveroit des formules pareilles pour quatre variables , et ainsi de suite. 

445. On peut à présent prendre une fonction quelconque f des échelles 
dans les équations précédentes , et Ion aura 

fE X (px = f( 1 + A) X (px , ... (20 

fEX(p(ar,jK) = f(E^'E'OX(p(a:,jK) = f[(i+A*0(i+A'O]X(p(x,j), ...(») 
fAX<p(a:,jK) == f(A»' + A»iE^)X(p(a:,jK), ...(S) 

£EX(p(x,f,z) = f(E»'E'^E-OX<P(^^JK.^) = .^^ 

f[(i+A^)(i+A.O(i +A-0]x<p(a:,jK,2), 

fAX(p(x,jK»^) = f(Ai' + A'»E^ + A'»^E'1E»0X(P(j:,j,2). ...(<?) 

Ces théorèmes , dont on pourroit augmenter le nombre , sont vrais , que 

les variables x ^ y ^t ^ croissent uniformément ou non uniformément ; et 

sous ce rapport ils sont plus généraux que leurs analogues (E) et (N) des 

n.^^ 405 et 409. On développera séparément les échelles , en observant que 

f n affecte qu elles et Jamais les fonctions séparées par le signe x ; puis on 

multipliera par les fonctions. On observera aussi que A'iEi»x<pCa:,jK), par 

exemple, = A»ï<p(x -+- Aa:,^) = A>iz/i,o, si u == (p(a:,j); que A»«E'''E''Xw 

446. Donnons quelques développemens résultant des équations précédentes. 
On a, n.^ 443, E"Xî^=(iH-A)"X/^, u étant = (px; en développant 

l'échelle du second membre , on trouve 

Wu = ( 1 + 7z A H ^^ — A2 H — ^ A5 + etc.) x u , 

ce qui donne 

Un=^ u^ nù^u H î^ ^- /S?u H ^^ • — - — ù^u -H etc. . . .(n) 

1 . Q 1.2.3 ^' 

Cette formule se termine si n est un nombre entier positif; si n est fraction- 
naire , elle ne se termine plus , et alors on s'en sert pour les interpolations. 

Ccccc 
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En procédant de même à Tégard de la formule E^" xu=^ (^i -(- A)~" x u^ 
et en employant nos notations de factorielles , on a 

u^n == u -h Di-^Aw H- p^i-«. A% -4- p5i-«.A3^ ^ etc. . . .(8) 

447. La formule A''^^ = {E— i)^xu donne 

A«« = E^u — A2E«-ii/ H ^-^ E«"2i^ — -— i-E«-5^-f-etC. ; ...(q) 

c'est la formule connue pour exprimer la différence d'un ordre quelconque 
par les états variés de la fonction. 

Si Ton fait n négatif, on a A-"w =(E— i)-«xw; partant 

S«î^ = E-^u -h n E-«-»i/ H \ y 1 E~«-2^ H ^ ■ ; ^ E-^-^iz-Hetc. ..(10) 

1.2 1.2.3 ^ ' 

C'est rintègrale de Tordre n en états variés de u qui précédent Tétat initial u. 

Si Ton fait A^ = 1 et A a; donâtante , cette formule devient 

Y.(px = (p(x — Ax) -H 0{jo-^<2Ax) H- (p(a7 — 3A^) --h etc. •••(^0 

Nous ne dirons rien sur la manière de compléter les intégrales aux diffé- 
rences ; on sait qu'il faut ajouter une constante arbitraire à chaque intégration , 
et que cette constante peut même être regardée en général comme une fonction 
arbitraire, continue ou discontinué; par exemple, si Ax est constante et = ^, 

il faut ajouter k ZCp^^^ fotiction arbitraire yp(sin — ~ , cos )j tt étant le 

rapport de la circonférence au rayon. (*) 

Si dans le5 formules ci-dessus on écrit (— i)«(i — £)'' au lieu de (E— i)« , et 
qu'on commence le développement par 1 ; on aura ces deux autres formules : 

xf n(n—i) n(n—i)(n — ^)„ 
/\nuz=(^\y{u-nEu H E^u !^ ^^ ^ ^ E^u + etc. . . (iq) 

S>.. =(-i)->»f.+nE5. + ^i^^i±l^E^r.+ "^"+^)^"t^^ E5. + etc.j. ..(13) 

1.2 1.2.») 

Ainsi l'on a, en faisant ?z = 1 et A^ constante , 

5;(p^=— {(px-i'(p(x4-A.r) + (f){x + <2â^x) -h (p(.x + 3 Ao?) H-etc. |. . . .(m) 

La sorte de paradoxe que présentent les deux valeurs (u) et (14) de ^(px 

comparées entre elles , n'est pas difficile à résoudre ; ainsi je ne m'y arrêterai 

point. 

(*) On peut voir sur la manière de compléter ces sortes d'intégrales un mémoire d'EuLER dans le tome III 
des nouveaux Commentaires de Pétersbourg, intitulé cfe determinatione serierum; Laplace, Mémoires 
présentés, etc. , tome VII , page yS ; un mémoire de Mo^tge sur les fonctions arbitraires qui entrent dans 
les intégrales aux différences finies , Mémoires présentés, tome IX. 
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Si Ton fait A or = 1 , dans le cas de x entier , la formule (i i) devient 

Z(px = (i5) 

<p(a:-i) + <p(ar-2) -H (P''a:-3)-Hetc. H-cpCi) + (p(o) -H (p(- i)H-^(-Q) + etc. 
Si donc on suppose que x soit le quantième du terme dune suite, <px son 
terme général; et si l'on suppose que la suite ne se continue pas au-delà de 
(p(o), qui répond au quantième zéro , (p(o) étant une constante; où si Ion 
fait (p(o) -h ^(—1) H- <?^( — 2; + etc. égale à la constante — C, on aura 
l'expression 

^q)x -4- C = (P(a:-i) + (p(x-Q) H- (p{x-3) + etc. + (p{i)\ ...(16) 
c'est la somme des termes de la suite depuis celui qui répond au quantième i 
jusqu'à celui qui répond au quantième x — . i inclusivement. Si l'on veut que le 
terme (px qui répond au quantième x soit compris dans la somme, comme cela 
se pratique dans la sommation des suites, on aura ^(p[x -\- i) + C égale à 
cette somme; et l'on déterminera Cpar la condition que tout doit s'évanouir 
quand on fait x = o. On voit par là que 2E(px -+- C = (px -\- "ZCpx -4- Ç. 

On a /S.^'Wu = [l^-'iYWXu) donc 

d^^Ur = W^'u — ^E« + ''-^w + ^""^^ E^ + ^-g^^ — etc. , . . .(17) 

1.2 

et , en changeant n en — 



n , 



^^Ur = W-'^u -4- nW-'^-^u H ^^ YJ-'^-'^u + etc. ...(18) 

Remarquons en passant que la séparation des échelles , comme nous la 
pratiquons , présente un procédé plus simple et en même temps plus sûr que 
celui qui consiste à considérer les indices o, 1, q, etc. de A"^/, tS^u^ A^w, 
etc. , et ceux des états successifs î^W, ï^CO, ï^W, etc. comme des exposans de 
puissances dans les développemens , et à changer, après les développemens 
réduits , ces exposans en indices ; car on pourroit se tromper sur le moment 
oii le changement doit se faire. Ainsi il est arrivé (*) qu'en suivant ce dernier 
procédé pour le développement de (S.-^u = (//(O — ui^))-^ ^ on a eu 

A~»zi = w~i + 3r^-2_|_^-3^etc. , qu'on a fait = 1 1 ^ H- etc. : 

puis , en convertissant les exposans de u en indices , on en a conclu 

11 1 

nu = -_ H — H — + etc. = 

wU) u^^) uiv 



(*) Mémoires de rAcadémie de Turin, pour 1786 et 1787, page 432. 
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résultat erronné. Il falloit faire la conversion des exposans en indices dans 
l'expression w^ -+- u-^ -f- w-5 + etc. , et Ion auroit eu A-^ w = ï/(-i) -4- ui-'^) 
-f. w(~3) 4- etc. , ce qui est vrai. Par la séparation de l'échelle on a 

A~*w=(E— 1)-^ Xw, et, en développant, A"-»w = (E-^-f-E-2-+-E-"3^etc.)x w 

,111 . .- _ 

= ( — H- — + "p" •+- etc.)x w; mais, comme il faut exécuter une multi- 
plication par w , on aura A-*w = — -j- — ^ + --^ + etc. = E-iw-HE-2^^ 

Il E'^ E*' 

+ E-5w + etc., et non A- ^w= •- 1- t;7~ + 7:3 — h etc. ; car, pour arriver 

à ce dernier résultat , il faudroit qu'on eût à diviser chaque terme par u. 

448. Quelle que soit Ax, on demande la valeur de la suite 

u -\r- Ui ^ u^-h U^ -+- etc. -+- Un = u -^ Eu -+- Wu -f- E^U + CtC. -+- W^U 

en différences A i^, A^w, etc.; u étant une fonction quelconque de x. 
En détachant Téchelle, la suite proposée prend cette forme 

(1 -t- E + E2 + e3 + etc. H- E«)XîA = SLZ^ZLly^u. 

Or, en mettant 1 + A au lieu de E, ce second membre devient 

( i~(i+A)«4-0 (72+i)/ï ^ (n+iWn-i) ^ 

—^ X i^ = (72 ^ 1 ) + ^ ^ A + ^--I- ^-^ A2 + etc, X u. 

( — A ) ^ ^ 1.2 1.2.3 ^ 

Donc, u étant = ^o:, on a pour la suite de /z + 1 états successifs de u^ 

w 4- ï^i +• ^2 -4- W3 ■+• etc. -^ Un =^ (19) 

/ . N C'^+O^ A (/2+ 1) 7z(7ï-~ 1) . (/z+i)/;(7z— iVn — q) - 

1.2 1.Q.3 1.2.3.4 

+ etc. 
Si la suite u -+- Eu -^ E^u + etc. ne se termine pas , sa somme sera 

== ( _ )xu = — — xu =: — A-^u = — :zu. ' 

Puisque la suite u -h E u -{- E^ u + etc. + E"w représente en général 
une suite quelconque terminée , u étant une fonction qui en donne un terme 
quelconque; la formule (19) sert à trouver les sommes des suites au moyen 
des différences de u : elle se termine d'elle-même si n est entier positif. 

Pour donner un exemple , supposons qu'on demande la somme des cubes 
x5, {x + r)^j ix + 2r)^j (û: + 3r)3, etc. {x+nr)'^. Dans ce cas w = x5, /Sx = r^ 
au = 3x2r H- 3x7-2 ^ ^3^ /^2u = dxr^ + 6r3 , A^w = 67 3 ^ ^4^ ^ A^w, A6^^, 
etc. = o ; de sorte que la somme cherchée sera, par la formule (19) , 
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Comparez la suite (19) avec la formule (7) ci -dessus, n."" 446. 

449. On aura de la même manière 

u — /Su + A^u — à^u + etc. =t A«i^ := (20) 

+ etc. ±: (n-^i^E'^u q= E'^ + 'i^, 
les signes supérieurs étant pour n pair et les inférieurs pour n impair. 

En effet, en détachant l'échelle , le premier membre peut être mis sous la 

forme \ ^—("^r — '} ^ ^ . q^ ^ en mettant au lieu de — A sa valeur 1 — E, 

( 1 H- A ) 

cette expression devient jJ-lIi^^^^^ j X^^, qu'il suffit de développer pour 

avoir le théorème (qo). 

Si on prend la différence , non en soustrayant Tétat proposé u de Fétat varié 
ui , mais Tétat varié Uy de Tétat proposé , et qu on désigne cette différence par 
lAî/, on aura lAi^ = w — Eu, ^A^u=z u — qEw -+- E^u , ^l^u z=z u — 3Eu 
^ 3E^u — E^u y etc. , lA = — A, et généralement iA'» = (i —E)'» ==( — A)« 
= (— i)«A« ; de sorte que le second membre de (qo) est aussi égal à la suite 
u -h- làu -+- i/SP^u + lA^i^ + etc. -I- iA«i/. 
Gn trouve pareillement 

u — Y.U -^ E^u — ^u -h etc. =i= ^""u = (qi) 

(n + i)i^ H ^ Eu H- -^ 5—^ E'^^ + -^ — r-^=T"T" ^^ ■+• ®^^- 

^ ^ 1.2 1.Q.3 1.Q.J.4 

En effet , en détachant l'échelle , le premier membre peut prendre la forme 

ri>(_A-0''+M ., . CA + f-A)-'') CE-i+(i-E)-«) 

\ — i: xw, qui devient — !- ~— X^^ = ] [ X^^; 

( 1-4-A-* ) ( 1 H- A ) ( E ) 

et , en développant , on a le théorème (q j ). La série se termine avec le terme 
affecté de E'^i/, si l'on suppose E''^^ un dernier terme. 

45o. On trouve aussi bien simplement , au moyen de nos notations , les 
règles pour prendre la différence et l'intégrale -somme d'un ordre quelconque 
des quantités factorielles , comme on va le voir. 

Ddddd 
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Soit àx constante et = r, en exprîmantpar pM*^''-, n.^ 4q3 , la factorielle 

divisée — ^^ ^-^ ^-r ^^ -!— ^ , on aura 

1 . Q . 3 n ' 

AçM*:'". = rp«-M*-'"s (qî) 

^ ^.^ x — nr+r x + r 
carç«. i^-'^- = ! — p'»-^i^î''- z= — - — p«-ï. !*:'■• rp«-ï. !*•'■• = 

pM(* + 0:''- -^ rp«-i. !*•'••. Donc pM(*-+'0:''- — p«. l* :''• ziz= rp«-i. i*:r.. 

Or le premier membre de cette dernière équation est =: Ap«. i**'^- , si x varie 
de rpar rapport à A et i de rpar rapport à d; ce qui donne le théorème (Q2). 
De plus, A^pM*-'*- = rA'p«-M*-''- = r^p»- 2. !*:'••, partant 

En multipliant par i , Q , 3 w , il vient 

A'^dM^î'"- = D"'i«.r'».D«-'«.i*î''- ; (24) 

et si dans cette équation on change m en — ttï , on a 

j^mjyn^^xir, =: p-«« 1«. r- «D« + '«. 1*= ''• (q5) 

ou bien (n.°4Q8) S'^nM*^''- = ~ . ^ 

(/i-Hi)(^-1-q)(/î + 3) (n-i-m). r'^ 

Si dans (Q4) et (q5) on fait n négatif, on a aussi 

A'«D-«. 1*:''. = B»»i-«.r'". D-"-'". !*»''• , (q6) 

Ces deux dernières formules contiennent les régies pour prendre les différences 

et les intégrales des quantités de la forme — ; «_ 

(X'^r){x-i-^r)[x-^3r)...{x-^nr) ' 

Pour ne pas avoir dans les factorielles de différences négatives , de l'espèce 
de celles dont nous avons parlé au n.^ 449, et que nous avons désignées par 
lA; il ne faut jamais faire r négatif dans les notations par lesquelles nous 
représentons les factorielles. Si donc on a la factorielle x{x-hr)(x-^ 2r)(a:-f-3r) 

{x -jr nr — r) , on ne la représentera pas par d«. i*--''-, mais par 

r>n^i(*-h«r-r):r. . ^t lou aura, comme précédemment, 

Ad''.i(*H-«''-Oî'" = wri)«-'.i(^ +«''-'•)•'•• — 

nr{x-+-r){x'-h 2r)(x -|- 3r) Çx^nr-^r) ; 

ce qui est en effet la différence de a: (a: H- r)(x + Qr) (a: + nr— r), que Ion 

obtient en mettant a: -h r au lieu de x et en soustrayant Fétat proposé de 
Vétat varié. On aura aussi 

/^±mjjn^l(X'^nr^r):r. _. j^±m in^ ^±m^jyn:^m^ ^(x^ nr^r);r. •,••.(28) 
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Sironfaitnnégatif,D-M(*-«'--0:^.étant=: ^ ,! ,vr =? v ^/ <, , / x 

° ^ D'». i(*-0 • ^' {x-r^x-'xr) (x-3r)... {x-nr) 

(n.° 428); on aura pour les quantités de cette dernière forme 

.^^ 1 D±mi^n^jr^m 

Les signes supérieurs et inférieurs vont ensemble dans les deux membres de 
chacune de ces équations (58) et (Qg). 

45i. Voici quelques intégrales - sommes quon trouve sur-le-champ par les 
formules du numéro précédent. 

1,° On demande la valeur de S'^o:, Ax étant constante et = r. 
On fera x = dM*-'' , et Ton aura, par la formule (q5), 

v,^x = S'^dM*-''' = 5 ; r , ou bien 

2.3.4 {m -H i).r"» ' 

xjx — AxXx-^^Ax) (x — màx) .„ . 

^""^ — Q • 3 . 4 {m^i).{^x)-^ • ^ ' 

2.^ On demande la valeur de 2'"(Aa:)^, Ax étant = r. 

La formule (95) donnera, en y mettant r*DM*»'^- au lieu de dM*-''-, 

* (/2 -h l)(/ZH- 2)(^ -h 3) (A2 + 772.). r'"-^ 

Donc, puisquen faisant 72 = o, dm*»''- = i^*'^- = 1 , on aura 

jyfn I je : r. 

s'"r' = r ^ , ou bien 

Q . 3 -4 77i. r'»-* ' 

^ ^ ^ ~ 2.3. 4 m.(Â^)^ •••^'^'' 

On aura de plus Z"'E^{/Sxy = E^2'"(Ax)* = (32) 

[x -{- k/Sx][x-{'(k'-i)/Sx][x-^(k-^2)Ax] [x -h (k -^ m'{-i)Ax] 

2.3.4 ...., m.{Ax)'^''* 



402. Donnons présentement quelques développemens des formules à échelles 
du numéro 444. 

Pour avoir la différence et l'intégrale -somme de Tordre m de la fonction 
(Pix.jy)] après avoir développé (A'' + A'^E^')"' et (A^'-f- A'^E^O^'^pa^la règle 
du binôme, on multiplie par (p{xjj)^ et Ton trouve sur-le-champ, E''(p(a:,j) 
étant == (p{E'Xyj) =(p{xs^j') par la formule (O) du numéro 409, 
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A^(p(x,j^) — (i) 

H !^ ^-^ r^A'""-^'A'3(p(E3a:,jK) + etc. 

2'"(P(^,jk) = (a) 

jr>(p{x^y) — 7n2'"+''A''<p(Ea;,j) -+- — — ~^ ^ ^ S'" + 2'A'2<p(E2x,j) 

i^ 1 Z__L.2'»+3.A3(p(E3a:,jK) + etc. 

Si Ton développe (a»^E*»-4- A^')""'" = ^'^ ^^ commençant par A^'E^^, on 
trouve , au lieu de ( q ) , 

2-<P(a:,jK) = (3) 

- ^(^ + 0(^ + g) ^,.4-5A5,<p(E-'"-5x, r) H- etc. 

Dans ces formules x et j sont des quantités quelconques qui varient indé- 
pendamment lune de lautre ; elles peuvent être fonctions chacune d une 
même variable t^ ou de différentes variables ; tsx et Z^ peuvent être constantes 
ou variables , ensemble ou séparément. 

453. Si au lieu de la fonction ^(a:,j^) on a le produit ç^Ti' de deux quantités 
i^ et w qu on peut faire varier indépendamment lune de lautre, ^ et w pouvant 
être fonctions chacune de la même variable ^ ou :r, ou de plusieurs variables; 
on voit que ce cas est renfermé dans le précédent : mais comme on peut 
séparer (^ de tv, on peut donner aux développemens une forme un peu plus 
simple par la suppression des virgules des caractéristiques A ? 2, E; et Ion aura 
A'^C^w) = (A'^ h- A''E'1)'«x(^w) = 
(a»*" -+- Di'". A'^^^^A^'E'' + p^i"*. A'^'^^A^jE'^ + etc.)x(^Tv) 

1.2 
H V L^ — — ^A3v.A«-3^3 + etc. 

1.2.3 

Changeant w en — /n, on a 
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j:^{i^w) = (^) 

7n(7n + i) . ^ m_i_« 

1.2.3 

Dans le cas de w = x , cette dernière formule devient 

■e{vxv) = (6) 

v.stv — àv.y.^wi ■+- à.-'v.i^w^ — ASv-.s'hvs -+- ài^v.^^w^ — etc. 
Si dans la formule (3) du numéro précédent on met v au lieu de x, vc 
au lieu dejK, et t'W au lieu de (p(x,j), on en tire 

-eT^vw) = (7) 

_ ^(^iitlK^±?ll^3^_„_3.2'»+3«;-hetc. 

1.2.3 

Les suites (4) , (5) et (6) ont déjà été données par Taylor dans le tome XXX 
des Transactions philosophiques de Londres , pages 676 et suivantes ; mais 
elles y sont démontrées moins simplement qu ici. Les autres suites 4u numéro 
précédent et de celui-ci me paroissent nouvelles. 

454. Si Ion veut avoir, pour les intégrales - sommes , des formules d'un 
nombre limité de termes, on comparera A"^ = (A»' -h A^'E'O"' ' ^^^c {a-\-^b)-^ 
du n.^ 391 ; et, en faisant a = A'S ^ = A'»E'S a + ^ == A , la première 
valeur de {a + b)-^ donnera, en changeant A-* en 2, 

S = S'* — sA'-E'^S'S • •• • -(8) 

partant ^<p{x,j) = i:^'(p{x,j) — s[A*'2'^<p(a;, Ej)] , (9) 

et 2(i^w)= vi:w — 2:[Aç'.2î^i]. ....(10) 

Si Ion faisoit « = A''E»S è == A'^ et ^ + è = A , on auroit 

2 = 2^'E»-i — sA'^s^'E'-ï ; (11) 

partant S(p(a:,j) = S^'(p(^, E-^j) — 2[A»iS''<P(:r,E-ij)] , (12) 

et S(i^Tv) = S^.w-i — S[Z^.AîV-i]. .... .(i3) 

Les théorèmes (9) et (12) sont de la plus grande importance dans la méthode 
inverse des différences : ils donnent la manière d'intégrer par parties les 
quantités aux différences. Comparez avec (11) du n.^ 391. 

E ee ee 
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En prenant la puissance entière m des deux membres de (8) et (ii) on 
a pour Tintégrale-somme d un ordre quelconque les formules finies suivantes 

2:'«(p(x,j) = {S'* — SA^.E'^Z^^I^x^pC^r^jK) , (§) 

S'^^C^rjjr) = {S^'E>-i — ZA'iZ^E»-i|'«X(p(a',jK) (@) 

Si Ion reprend les valeurs de (^^ -+- ^)-i du n.^ 391 , et qu'on fasse û =: A»^ 
^ = Ai>E'* , il est aisé de voir que la dernière de ces valeurs donne 

Y.(p{x,y) = (5j) 

es»' — A^E»*S'^ H- A2,E»22,3 _ A3'E'^2'4 H- etc.) 
i ±: A^-'.E'^-'S'^ =p 2(A^'E'^2'^)i ^^^^'-^^^ 

partant , en élevant l'échelle à la puissance m , on aura 

Z'»(P(x,jk) = (S) 

5;,i — A^E'^S'* -+- A5'E»22»5 _ A5»E»32»4 ^ etc. ^'» 

± ^-i.E.r-i2,r — 2(A^E.^Z'0) ^^^'*'''^^* 
Si Ton fait au contraire ^ = A^^E»* , ^ === A»' , on aura 

S^(a:,j) = (^) 

( "f- etc. zt A»'-i2^»E'-' =p z(A^^S^'E'-oi ^^ -^ ' 

et, en élevant pareillement l'échelle à la puissance m^ on aura une formule 

pour S'^CPC^îJK)' 

Ces formules sont en général d'un nombre fini de termes. 

455. Faisons quelques applications des formules précédentes. 
Soit y une fonction de a:, et A^ constante, on demande la valeur de 
5;yAx par une suite. 

Qu'on fasse s; =y et w = Ao: dans la formule (6) du n.° 453 , elle donnera 

S^Ao: = 
y^iSx — Ay.E2^àx + A^j^.E^^SAo: — A^j^.E^Z^Ao: + etc. 
Or on a, par la formule (3q) du n.® 451 , 

p«y« + iA:r - [^ + ^Aa:][a:>4^-(/^~l)Aa:] [x^Ax]x 

^ 2.3. 4. (/ï+ i).(Aa;)« 

Donc SjkAx = (14) 

p x(x--h^x) Ay x{x -4" Aa:) (a:+ <xAx) ùsP-y 

'^ ^y \ . <x Ax î r~2 \ 3 jKxf 

a:(a: + Aa:)(ar -h Q A:r)(ar + 3 Ax) AV 
i^ 1^ — ^^ L — -^ H- etc. 
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Cette suite est aux différences ce que la première série de Jean Bernoulli , 
rapportée au n.^ SSg, est aux différentielles. 

Si Ion suppose Ax variable et Ay constante, et quon fasse dans la formule 
(6) du n.^ 453 w =y et ^ = Aar, on aura aussi 

ZyAx =: 
Ax.'Ey — A^x.EZ^y -f- A^x.E^^^j^ — A^x.E^E^jy -H etc., 
et, par la formule (3o) du n.^ 451 , 

ZyAx = :....{i5) 

yy-Ay)Ax (r + A)^)Xy-Ay) A^x (jK + ^Ay)(jK+ Aj)j(j-Aj) ASgr 

"*" 1 . 2 Aj 1 • Q . 3 {AyY 1 . Q . 3 . 4 (Ajk)5 

(r+3Ay)Cy+2Ay)(jK-^AjK)jKCjK-Aj) A43: ^ 

T .2.3.4.5 (A jk)4 -^ ^ ^- ' 

ce qui répond à la seconde formule de Jean Bernoulli du n.° 3 89. 

Si dans la formule (14) ci-dessus on suppose A x = 1 , et quon y ajoute 
y de part et d autre, elle devient 

J + S j = (16) 

c + (x-+-i)y ; / A j + , ^ ,\ 3 A!r 

^^ ^-^^ ^ ^— A^y -h etc. ; 

1.2.3.4 ^ 

ce qui est la formule pour sommer les suites au moyen des différences du 

terme général y , que Lorgna a trouvée par des considérations moins simples 

et moins directes dans les Mémoires de Turin pour 1786 et 1787, page 445, 

et que Prony a donnée dans le 4«^ cahier du Journal de V école polyùech- 

nii/ue , page 543. 

456. Soit encore y une fonction de or, et Ax constante, on demande la 
valeur de 'Z.^y(Ax)^ par une suite. 

Je fais w = (A a:)"* et i' = ^ dans la formule (5) du n.^ 453 , et j ai 

^"^y(Ax^^ == 

^2«(Ax)^ — mAjK.ES'""^'(Ax)'» + rn(m-hi) ^2^ , £2^111 4-2 (^Aa:> 

^^ ^ — -!^-^A5j.E52'«+5(Aar)'» + etc., 



suite qui devient, par la formule (32) du n.® 45 1 
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2;«jCAx)« = (17) 

'y (xH-Aa:) ^y 

m i.(/7ïH-i) Ax 

(^ , {— A3;)(x — f- Q A^) A^ V 
ar(ar-AarX3^-'2Aa:).».(3:-mAx + Ax) ^H 1 . 2 . (tt^ + q) (Ax)^ 

^ • ^ • ^ •C'^-O I (a: + Ax)(3: + Q A3:)(x-^ 3 Ao:) ^y t 

1 . 2 . 3 .(A7Z + 3) (A:c)5| 
- etc. 

+ C ^- Co: + C2X2 + C3x5 -4- etc. + Cm^xX'^-''. 
Cette suite a aussi été trouvée par le Professeur Burmann (*). 
En faisant , dans la formule (7) du n.® 453 , w = (Ax)'» et ^ =zy = (px; 
on a l'expression suivante » dont Tusage datis les calculs numériques est un 
peu plus facile que celui de la suite précédente (17): 

0[x — m/Sx] [x — m/Sx] . ^^ , , \ a n^ 

m (wH-i).Ax ^^ ^ i 

r A T r / >A ni [^ — m /Sx][x --(m -^ 1 )/\x'] .^ ^r^ ^ , «N A if 

x[a:^Aa:1.4x-(/7z>OAx]K , . ^ .im+\).(àxy "^^^^ - C^ + 2)Ax]î ^ 

1 . 2 . 3 . . ..(/7^-l) \ _ , TT / . Na' TT / . NA T I 

» [x^mAxIx-(/7^+i)AxIa:-(m + 2)Ax] ^3 1 

1.2. 3.(W"H3).(Ax)5 . ^l V y Ji 

- etc. y 

Ces suites se terminent lorsque y est un polynôme dans lequel il n'entre que 

des puissances entières positives de x. 

Pour éclaircir l'usage de ces formules par un exemple ; supposons qu'on ait 

Ay A^y ^ 

y = x3 et Ax = r. On aura --^ = 3x2 + 3xr -f- r^ , . . \^ = 6x + or, 
•^ Ax (Ax)2 



A3 



^ = 6 , ■ \ ' = o ; et la formule (17) ou (14) donnera 



(Ax)5 ~ ' (Ax)4 

, ^ x(x + r) .. ^ . ^ . o\ . x(x + r)(x + Qr) .. , ^ . 

Xx^r = x,x5 ^ ^ ^ (3x^ + 3xr + r2) H î^ — !-^ ^(ôx+ôr) 

1.2 1.2.3^ 

x(x-f-r)(x-f- 2r)(x + 3r) ^ 

1.2.3.4 

(*) On voit cette formule dans un rapport fait à l'Institut national de France sur deux mémoires d'analyse 
de BuRMANN, actuellement Professeur de Mathématiques à Cologne, tome II des Mémoires de l'Institut national, 
classe des sciences mathématiques et physiques ; histoire y page i6. Un de ces mémoires contient une formule 
qui paroît semblable à (F) du n.** 2.^6 Je saisis cette occasion pour observer que mon travail'sur le retour 
des séries a été fait long-temps avant que je connusse l'existence des mémoires du Professeur Burmann : au 
commencement de l'an V, j'ai communiqué à Français plusieurs de mes théorèmes sur cette matière, entre 
autres celui du n.® 25?. 

La 
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La formule (18) donnera 

^(■r-r)(a:-.0 _ x^-r)^-^^^(x-J_r^ ^ ^ ^ 

1.2.3^^ "^ ^ i.Q.3.4 

Supposons qu on demande la somme des cubes des nombres naturels depuis 
1 jusqu'à ioo5 inclusivement ; il faudra faire r=ieta?=ioi dans ces deux 
expressions : tandis qu en employant lexpression du n.^ 448 , il faudra y faire 
7- = 1 , ^ = 1 et 72 = 99 ; cette dernière expression est donc bien plus 
avantageuse pour ces cas. 

C'est de la formule (D) dun.*^ 404, développée, et dans laquelle on fait 
/ 1= 1 , qu'on se sert le plus pour la sommation des suites ; ainsi qu'on peut 
le voir dans le Calcul différentiel d'EuLER. 

467. On peut aussi employer les dérivations pour représenter les différences 
et les sommes d'un ordre quelconque. 

Ainsi, en supposant 'd^^u z=. Un =^ "Ë/^u y p-'*.^^ =: u^n = E-'^r/, on aura 

A^'u = ç«.(i«.?/) (1), 2"^^ = p-'*.(i~«.i^) =: p~«.(i^.i-'') , . . »(q) 

pourvu qu'on fasse la dérivée de 1 dans 1'' et dans 1-" égale à — 1. 

On aura pareillement , en supposant p".^/^ = A" i^ , p-». i^=z=: /\-^^u ^zZ'^Uj 
et faisant la dérivée de 1 dans 1" et 1-^ égale à -f- 1 , 

En^/=p^(i«.?/) (3) , E-^u = B-^.{i-^.u) =p-«.(^/.i-«). ...(4) 

Si Ton veut détacher les échelles , on peut faire p", E^ = E'', ç-'^. E^=:E-'' , 
D^A^ = A'', D-«.Ao = A-'^ z=3. S'ï; et l'on aura sous cette condition 

C C- 

A«î^ = p''. (i".Eo x^^ . (5), S'^i^ = p-«.(i-«.Eo)xw, ....(6) 

pourvu qu'on fasse d. 1 = — - 1 ; pareillement 

E^'u = p«.(i«.Ao)x?/ (7), E-«ï/ = p-»-(i«.A«)X^/, (8) 

en faisant D.i = 1 dans (7) et (8) , et^E^= 1 , A^ = 1 après les développemens 
de ces quatre dernières formules. 

On a regardé u comme fonction de a;; u et ses états variés Eu y E^i/, E^u^ 
etc. , ou r/ , 7/i , z/a , 7/3 , etc. , peuvent aussi souvent être considérés comme 
des quantités quelconques A , ^i , A 2. , ^3 , etc. ^ om A ^ B ^ C ^ D ^ etc. , 
indépendantes entre elles , et la plupart des formules des numéros précédens 
seront encore vraies pour ces cas. 

Fffff 
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Nous n'avons eu que peu d'occasions d'employer les dérivations dans ce que 
nous venons* de dire des différences : ainsi, sans nous laisser entraîner par 
la facilité que procure la séparation des échelles pour arriver aux théorèmes 
qui constituent la méthode des différences , pavssons à des cas où se montre 
Futilité des dérivations. 



45 <S. Supposons que la fonction à échelle fE du n.^ 445 soit un polynôme 
ordonné suivant les puissances de E : si Ton représente par Hu la, quantité 
au-{-l?EU'-\-'CE'^u-{-etc.-h^rTJu^ ou au-\-hu^ + cug^-\-duz + etc. -{-arUr^ ..(1) 
[la capitale grecque H, mise au lieu de f E , est ici une caractéristique et 
non une quantité ] ; si Ion représente de plus par H 2 ?/ ce que devient ( i ) 
lorsqu'à la place de u on y met H^^, c'est-à-dire, si l'on fait 

U^u = aYiu + bEUu -\-'cE^llu -4- dE^Hu H- etc. -+- arE'Ru ; . .(2) 
qu'on fasse de plus 

U^^u = an^u + bEU^u -i- cE^U^u -h dE^U^ u + etc. -+'arE'n^u^ . .(3) 
et ainsi de suite ; on pourra exprimer H^Uj K^u^ etc., K^u en i/, EUj E'-Uy 
E^u j etc. : car l'on aura généralement 

U'^u = (^ + ^E + cE2 H- dTJ + etc. -f- arE'')^Xu (4) 

= a"^.u H- jy.a'^.Eu 4- '^'^^a'^.E^u -f- etc. -f- p'^'^. <^'^. E'''^^/ , •-•(^) 

où a dans jy^.a^ doit être regardé comme un dernier terme. 

Cette proposition suit de ce qu'en détachant réchelle de (1) , on a 
Hu = (^ -H ^E -H cE2 -4- dE^ + etc. H- arW)Xu; 
donc , en mettant Hu au lieu de u dans le premier membre et sa valeur 
dans l'autre , on trouve H^u = (a -+- l?E -+- cE^ + dE."^ ^- etc. -h ûrE/y X u ; 
on continuera ainsi , en mettant de nouveau H u et sa valeur au lieu de u. On 
peut aussi appliquer , si l'on veut , à cette proposition la manière de démontrer 
du n.^ 400. 

459. Si l'on écrit la suite ( 1 ) ci-dessus de cette manière : 

OÙ 05) C, y 7 etc. fl^r-2 , ccr^i , ar sont respectivement égaux à ^r , ^r-i, ^r-s, etc. , 
c, ^, ^, et qu'on suppose p«.x^ = Un = E^'u) on aura aussi Uu =z p^(a5.//); 
Uus = E^u = p'' + ^(^,i/), H"»^^ = ^'^'.{cc'^.u)^ frétant une dernière 
quantité. 

Mais , comme il est utile dans beaucoup de cas de détacher les échelles , 
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remarquons qu'on a aussi Hu = T>^.(cc.E^)Xiij H'"^/ = p'"'".(^^.E^)x?/, en 
faisant après le développement E^ = i , d.E^ = E ,p^.E^ = E^ , etc. , p».E^ == 
E'^ ; ocr étant toujours une dernière quantité. 

460. Si la relation entre les termes d une suite est variable , si Ton a par 
exemple la relation 

où m est la variable, ??i-f- 1 étant le quantième des termes ou le nombre des 
termes de la suite ; il est clair, que plus m devient grand , plus la relation (i) 
approche de Ja relation constante 

OC'Um + Ç*Unf^i "f" y.Um^i = O, (q) 

qui est celle des termes dune série récurrente. En effet , lequation de relation 
(1) peut être mise sous cette forme 

m- -{-pin +ç m- 4- ^'^^ + -^ 

CC*Um ~f- b 7-7-7 r7"*^'«-ï "^ y TTr": — 7-7- «^^/n- 2 = O, 

771^ + kni-f-l 7?l^+/i77l + l 

OU sous celle-ci, en divisant haut et bas les fractions par m2, 

i + p + i,. 1+^+-^ 

CC.Um -+- b- T 7— .î^/n-i H- y 7 j-'Um^9. = O. 

i+~ + -~ IH-^H- — 

m m^ m m^ 

Donc, plus 77Z devient grand, plus chacune des deux fractions approche de 
l'unité, et plus la relation approche de lequation (q). Cette équation (q) se 
nomme la de7i%ière relatio7i des termes. 

On voit donc qu'il y a un nombre considérable de suites dont la dernière 
relation des termes est celle d'une suite récurrente. 

Dans les cas ci-dessus (1) , le premier membre de (2) n'est point zéro , mais 
il approche de zéro si tu devient considérable ; si Ton désigne a:^/2 H- 6*^1 
-f- y 7^ par Hr^, les quantités H^/, HEi^/, HE^^/, etc. ^YT^u^ etc. iront en 
diminuant, au moins après un certain intervalle , et approcheront d'autant plus 
de zéro que 77% sera plus grand; H^, Yi-u^ H^?/, etc. H'*^/, etc. iront aussi 
en diminuant, et en général W^YT^u approchera de zéro si ^^ et 7ir sont consi- 
dérables. Donc, si dans les cas pareils à celui de (1) otl ordonne une suite 
suivant H«/, H^^/, Yi^ii^ etc., ou suivant HE i/, H^e^î^, H^e^z/, etc. , elle 
sera ordonnée suivant des quantités qui iront en diminuant. Ces éclaircis- 
semens m'ont paru nécessaires pour ce qui va suivre. 
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461. Occupons - nous à présent de la transformation des suites pour des 
cas fort étendus. 

Pho BLÊME. Soit proposée la suite 

Au + Bu^ -4- Cwg -4- Dw^ H- etc. + As.Us , (1) 

et la suite ^ . . n ^ ^^ , , 

bî^ + y^^i + d^a -f- etc. -H ê^r^^r = Hz/, (q) 

ï^, ï/i, 1^2, W3 , etc., A ^ B ^ C ^ D ^ etc., ê*, y, cJ, etc. étant des quantités 
quelconques ; transformer la première suite (1) en une autre qui soit ordonnée 
suivant î^, EH'^i/, E^H^'»^^, E^H^'^w, etc. 



En détachant les échelles, on aura la solution par le théorème du n.° 557. 
En effet (i) et (q) deviendront 

(^ H- i?E + Cy? + D^ + etc. H- ^^E^Xî^, 
(g* H- yE H- j^E^ H- gE^, 4- etc. + frE'') X ^. 
Comparant donc avec le n.^ 25; , on mettra E à la place de a; , H à la place 
de ^ ; et l'on aura, par la formule (iv) , 

(^ + ^E + Cy? h- Z)e3 -h etc. + u4sYJ^y.u = 
(A + C-'^B^A.ER'^ + ^D.(e*-2'«.D./^).E2H^'« + j^'\{C-'^'".i^'A).E^U.'^^^i 

I + etc. + ~i?«~i. (e*-«'".D.-/^).E«H"'« + etc.(^'^' 

Ç n ^ ^ '^ j 

ou bien 

^i^ H- ^z/i + r.Vi -f- Du3 -h etc. + ^j^^, == (3) 

Au 4- C-'^D.A.H^Uj^ H- ^D.(e~^'".D..^).H2'«i/2 4- ^p2.(g'-3m^D.^)H3'"^/5 

-4- etc. H- ~p« -!.(£*- '^'«.D.-/^).H«'« ?/« + etc. : 

on développera les quantités affectées de d comme il est dit au n.^ 25;, en 
ayant soin d'observer qu'ici As et Cr sont des derniers termes qui n'ont plus 
de dérivées. Ce théorème (3) est bien plus étendu que celui du n.^ 257, 

Si Ton propose de transformer la suite 

î^ + «^1 H- «2 H- "3 + etc. H- Us ; 
il suffira de faire chacune des quantités A ^ B ^ C^ D ^ etc. As égale à l'unité 
dans le développement (vi) du n.o 25t '^ et l'on aura ainsi une formule pour 
la somme de la suite précédente. 

On peut tirer bien d'autres conséquences de l'application aux échelles des 
formules de l'article cinquième ; mais, sans suivre ces détails , il nous suffît 
d'avoir tracé la marche de ces applications. Nous allons nous arrêter à des 
applications du même genre qu'on peut faire des formules de l'article quatrième, 

relatives 
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relatives aux suites récurrentes ; parce que les résultats qu elles donnent sont 
liés plus étroitement à des théories connues. 

462. Problème. Supposons qu'on ait 

au -{- bui -i- CU2 -h duz = Hï/; (i) 

on propose de transformer la suite 

«^ -f- Wj H- i/2 -f- m 4- ï^4 + etc. à Tinfini (2) 

en une autre qui procède suivant Hw, H^^^, Y{}u^ etc., Hi^i, ^^u^^ etc., 
Hwa, H2i^2, etc. . 

Nous n'avons supposé que quatre termes au polynôme (1) , afin de simplifier; 
mais ce que nous en dirons s'étend à un polynôme d'un nombre quelconque 
de termes. 

Je détache l'échelle de ( 1 ) , ce qui donne 

^ -h Z^E H- cE2 H- ^e3 — H = o ; (3) 

mais, afin de comparer avec (1) du n.« 204 , je mets a:, 5*, y, (î à la place de 
d^ Cy èy a respectivement, et, multipliant par E'"-^, l'échelle (3) devient 

ct^^ + ëE^-' -t- yE'^-s ^ (c^-HJE'^-S = q. (4) 

L'échelle détachée de(Q)esti -HE + E2 + E^-hE4 + etc. Je compare 
(4) avec (1) du n,« 204 ; je vois qu'ici E'" remplace y4m , et que S — H remplace 
S pour l'instant ; en raisonnant comme dans le numéro cité , j'aurai 
û5-h-a^M-4-0^^'^'(aE2 + ë'E+7) ^ ^ 

^^^e-^^.y^^5,J^H) -^+^-E + -^-E-+^^E3 + etC (5) 

Ici X n'est point affecté de E ou de H , il n'est introduit que pour ordonner 
les termes. 

Présentement , si l'on fait a; = 1 , et qu'on multiplie (5) par u ; il est clair 
que l'on a 

Q^ H- (ggE + g) H~ (ggE^ H- gE + y) ^ 

^ + gH^y + J^ H '^' x^-(^+E + ^^ + ^^ + etc.)x..,...(6) 

c'est-à-dire que le premier membre est égal à la somme de la série (2). Je 
fais cc-\r€-+'y-hS = ^j pour plus de simplicité ; puisque -r^ — ^ J, ■ ^ 

"^ l3 + M "^ ^^^' ' J*^ trouve sur-le-champ , en effectuant la division par le 
dénominateur du premier membre de (6), et ordonnant par rapport à E 
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(1 + E + E2 H- e5 H- e4 -f- etC.)Xw = 
(^ + ^ + y)|^ H- J-H H- -pH2 ^^ ±h3 + etc.\xu 

H- (^ + Ol-^E + "^EK +"p^^' ^Ji^^^ "^ etc.|x^^ ..-.(7) 

-H ^{^E^+^E^H-h-ljE^H^+^E^HS-Hetc.jX^; 

ou bien , en remettant pour cc^ C, y leurs valeurs ^, o, ^, et observant que 
E^Wu = H''^/^ , on a , pour la solution du problème , 

u -H Ui -+- U2 -h- uz -h u/^ -i- etc. = 

ab +.C + rOly + -j^ -4- -p- H- -j^ 4- etc.} 

+ (e + ^)|^ + ^^H--^ + -^ + etc. } ... .(8) 

Si Ion veut avoir la somme de la suite terminée 

u -^ Ui -i- Uçi ^ uz ■+■ etc. + Un , 
on multipliera (7) par E"+ * , afin d'avoir la somme de la suite non terminée 
j;n + i u -I-. E^-h^u + E'^ + ^i^ _|_ etc. ; on aura, pour cette somme , 

(*-+-^-^^)l— ^ 1 j^^ 1 p 1 — H etc.} 

+ (c+^)l— ^ 1 ^, 1 p 1 -p^ h etc.} ....(9) 

+ ^|__ + ___ ^ __ ^ ___ ^^ etc.} , 

et Ton retranchera cette suite (9) de (5). 

Ce problème a été résolu par Stirling dans son traité de summatione et 
Interpol atione serierum , propos, xiv ; ensuite par Euler dans son Calcul 
différentiel, page 53o. Laplace, dans son mémoire sur les suites^ Académie 
des sciences de Paris, année 1779 , pages 242 et 243, en a simplifié la solution 
par une analyse différente de la nôtre. 

Si Ton a Hw =^ o, la formule précédente (8) donne la somme ordinaire 
d'une suite récurrente. Il peut arriver que H w ne soit pas zéro , et que cepen- 
dant une des quantités H^w, H^i/, etc. H'^w, etc. devienne zéro; alors la 
formule se termine et donne la valeur exacte de la somme : mais si aucune 
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des quantités Hw, K^u^ H^w, etc. VL'u etc. ne devient zéro, alors (n.^450) 
elle donnera la valeur approchée de la somme par des suites convergentes. 

463. Exemples. On propose de sommer la série 

1 ^ 32. p^ -h 52.yt;4 4- 72.^6 _|_ g2.^8 ^ 112.^10 + etc. 

Si l'on fait ici r/ = 1 , Ui z= 3\p^ ^ Uc^ = 5^.p^j etc. , lequation de relation 
(n.^ 450) sera (qttï- i)2.î^;„-(Q77z+ i^p^^u^^i = o , où m est la variable, et 
Ton aura, pour la dernière relation des termes, Um — p'^um-i = o. Ainsi 

cc = l?z:il, e^ = ^ = -/?2, C=:0,^=0,A= l-p^; nu=i -;72^ + Wt = 8/?2, 
U'^u = u^ — <2p''-uy-^p^u = 8/?4, n^u = i/3 — 3/^2^2 + 3yt?4wi —u = o^ H% = o, 
H^M, etc. = o; substituant dans la formule (8), elle donne, pour la somme 
exacte de la série ci - dessus , 

1 8yt?2 8/^4 __ 1 -h 6/72 H- /^^ 

Soit proposé de sommer la série 

i« 2« S'' 4'^ b 
1 1 T- -+- —^ h etc. -^ --T -+- etc. , 

p p^ p^ p^ p^ 

en supposant n égal successivement à 1 , Q , 3 , 4 , etc. 

On fera u •=• — , Wi = , etc. ; Téquation de relation et celle de der- 

p P^ 

nière relation seront 

(771+ 1> I 
m^ .Um ^ . Ww-1 = o, •Um-^x -+" Um = O; 

ainsi A=i ,Hi/ = u + Wi ; et Ton aura 

p p 

p P i . 2 ^ p 

p 
d'où l'on tire H^w = o , si 72 = 1 ; H^w = o, si /z = q^ H4w = o, si/z = 3 ; 
et ainsi de suite. L'on trouvera ainsi pour la somme exacte de la série 
proposée , savoir : 



° — ^ — - si Tz = 1 ; Q.."" ^ / "^.^^ , si 72 = Q ; 



iP-iy' ip-0^ 

In 

et ainsi de suite. Si l'on ne veut les sommes que jusqu'au terme indu- 
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et ainsi des autres. 

464. Problème. Etant proposée la même suite que n.^ 462 , savoir 

au + bui + CU2, -4- dw^ = Hi^, (1) 

on demande à interpoler les termes de la suite 

w -H w, ^- z/2 + W3 + 2/4 ^- etc. ; {o) 

c'est - à - dire , m étant quelconque entier ou fractionnaire , on demande la 
valeur de Um par une suite ordonnée suivant Hu ^ n-u ^^Uy etc. , Hiii , H ^ 2^1 ^ 
H^^/i, etc., HW27 H^wg, H^w.^, etc., etc. 



Tout demeurant comme au n.^ 462 , je reprends 1 équation à échelle (5), 

savoir 

/5^ 

— —- — ^ z^ ~ ^ > — ^ = 1 +a:E +-^^£2 ^^3e3 _f_ etc. 

On voit qu'il s'agit d'avoir la valeur deE« par le développement du premier 
membre, c'est-à-dire de trouver le coefficient de a;"* dans le développement du 
premier membre; le coefficient de x^ dans le second membre étant E^. 

Je partage le dénominateur en deux parties, en faisant /^= « -(-& -f- yx^ -+- 
(îîr^ ; alors ce dénominateur devient V — x^ H ; et , puisque 

,^ ^ , = F-^ + y-^x^n H- ^-^x5.3h2 + /^-4x3.3h3+ etc., 

le premier membre de (5) devient 
oc \ 

+■ x{pcY. H- Q) >{^^' ^- F'^x^a + /^-^x%2 4« /^-4x3.3 H5 + etc.) ..(10) 

[+x^(aE2-He^E + y)) 
Or F-^ étant = o:-'^ H- d.^-^x + p2.^-r^^2 ^ p5. ^-r^^3 4- etc. , où S est 
considér^îomme un dernier terme ; il est clair que le coefficient de x'" dans 
F-i est p'^.oj-S q^e ce coefficient dans /^-'x, /^-^x% etc. estp'»-'.a-% 
ç'"-^.»""', etc.; que ce même coefficient dans F'-^x^, V-^x^^ V-'^x^ ^ 
etc. estp'»-3.^-2^ pm-4.a-2^ D'»~5. ^-3^ etc. que dans /^~^x 2. 3, /^-3^a.3-Hi^ 
/^"•5x^«3 + 2^ etc., il est g^-2'5.«-3^ p'w-a, 3-1.^5-3^ p»»-». 3-3.^-3^ etc. ; et 

ainsi 
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ainsi de suite. Donc , en ordonnant par rapport à E, on aura pour le coefficient 
de a:'" tiré de (lo) 

+ (^pm- 6.^-3 »j_ g'p'»-7.t¥-3 -f- yp«-8,^-3).H2 

-4- etc 

■4- (ojp'^-i.a-^ H- e^p'^-^oî-O-E 

+ ((:^p^-4.a5-2 4_ 6*p'"-5.^-2).EH 

-+- (Q5p'«-7.aj-3 + Çp«^-8.^-3).EH3 ....(il) 

+ etc 

H- «p'^-^.Aî-^E^H 
4- ^p'^-^.oj-^.E^H^ 
+ etc ; 

et, en multipliant par u cette équation à échelle, on a sur-le-champ, pour 
la formule cherchée , 

Um = {ocB'^.oô-^ -4- Çp'»-ï,c^-i + yp'"-^.^-!).^^ 
. H- (ccB^-^.oc-^ -4- g'p'«-4.ûj-2 ^ yp'»-5.a5-2).Hî^ 
H- (ajp«-6.^-3 ^_ eD^-7.cc-^ + yp^-8.^-3).H2w 
+ etc 

+ (ojp'^-». «-» + ë'P'«-2.^-i)^^^ 

+ (A5p'«-4.^-a + e'p'»-5.^-2).Hi/i 
H- etc 

+ Ojp'"-^. 05-2. Hz/g 

-h ^p/«-8.^-3.H2z/^ 

S- etc , 

où Ion aura en général le développement de Wus par la formule "^ 
^zr.^^ ^ j)..zr.2,,^, + p2.^r.^,,^2 4" p^^^^/. + 3 -H etc. , 
laquelle sera toujours terminée , ^^vce que r est entier positif. On regardera 
d comme une dernière quantité. 

Hhhhh 



Si m est entier positif, on peut développer les quantités affectées de d par 
nos règles de dérivation, ainsi qu'on la fait voir n.^^ qo8 et 211. Si m est 
fractionnaire , ainsi que lexigent les interpolations ; pour développer en général 
ç"'.^'"^, on décomposera u -+- Çx --^^ yx^ -h èx^ ^ cest-à-dire d -^ ex -+- 
hx'^ + ax'^ en facteurs binômes. Soit ce polynôme, ainsi décomposé, égal à 

on aura, par la dernière formule du n.^ 217, 

f a-'"-^(b--a)-'(c — a)-^, a seul variant de — 1,] 

ç'».^-/= ^-^g'^-iJ + 6-'»-i(a — b)-''(c — b)-"^, b seul variant de — 1 

(i3). ... ( + c-'"-'(a — c)-"'^(6~- c)-*', c seul variant de — 1 ,^ 

formule dans laquelle s est entier positif, et qui , par cette raison , est toujours 
développable quel que soit m. 

465. La solution précédente s'étend au cas où la suite (1) a un nombre 
quelconque de termes ; car , si Ion avoit 

au + hu^ + cu^. ~h duz H- etc. + «r-i^r-i H- cirUr = Hi^, . .(14) 
on écriroit aussi cette expression de cette manière : 

OCUt + ëUr^i -4- yWr-2 + etC -h «r-ii^i + CCr^ Hll = O, . •(^-5) 

en faisant ar ^= ocy etc. a = ocr'y et Ion formeroit, tout de même que n.^ 2o5 , 
la fraction suivante 

où Ion eiU= ocy ^ = ocE -h S y € = ocFJ + CE -4- y , etc., U^ofE'^-'-^ 

^£r-.a. ^ y£r~3 -+. etc. + Ofr-iE -f- «r- 

On feroit le dénominateur de (16) égal à P^ — x'^H ; et après avoir développé 
(/^— a:''H)~i , on chercheroit le coefficient de x^ dans le développement de 
la fraction qui forme le premier membre de (1 6) ; coefficient qui , en vertu du 
second membre , est égal à E'». Multipliant ensuite par u Téquation à échelle 
que l'on obtiendroit , on trouveroit la formule 

Um = (17) 

(^r-i.p'^-'+^a-' +^r-2.p'"-"-*'2.a5-* + etc. + e^^-^cc-^ + ap'«.a~0-^ 

-+- etc 
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_]-. (A5,-2.p'"-''+i.^-i + etc. H- ë*p^-^a-^ + ûjD'^-i.flj-O-^^i 

-+- (ûfr-2.p"'"-^'"+".«"^ -H etc. -4- Cu'^-'-^.cc'^ H- âfp^-''-'.û5-2). HWi 

H- etc • 

-f- (ajr-3.p'""'*~^'-a5-' + etc. + g^p'^-^.^-i ^- oc^'^'-^.àc-'').Uçi 

+ (oJr-S.p^-^'+'.Ctf-^ + etc. -H fp'«-''~5.^-2 ^ a5p"'-'-^«-0-H«^2 

-h etc, , etc. 

+ etc. 

Ici H''w^. est donné par la formule terminée 

a^'.Us + ry.a^'.Us^i + p2.«^^^, + 2 + p 3. rt^«. w, _|. 5 + etc., 

n étant entier positif : on y considère ar comme un dernier terme. 

Supposons qu'en décomposant /^ en facteurs simples, on ait 

ce -\- Cx^ ■+■ y^^ + etc. -h ccrX' = )u(a — x)(b — :r)(c — a:)(b— a:)x... ; 

on aura en général 

^^.cc-' = (18) 

(i-w-i(6 — a)-*(c — a)-^(b — a)-'^x . . ., a seul variant de — i,' 
+ b-'"-'(a — b)--*(c— b)-*(b — b)-^X . . ., ^ seul variant de — i J 
//-•^p^-*. <^_}_ c-'^-^Ca — c)-*(b — c)-' ^(b — c)-'X . . ., c seul variant de — i ,) > 
4- b'-'"-^(a — b)-''(b-~b)-^(c— b)"'x . . ., b seul variant de — i ,^ 

+ etc 

expression qui donnera p"*. a-*^ lors même que m est une fraction, ^ étant 
entier positif. 

La formule (17) sert ainsi à interpoler les suites dont la dernière relation 
des termes est celle d une suite récurrente d'un ordre quelconque. 

466. Si Ton a Hï^ = o , c'est-à-dire si l'on a l'équation 
au •+- bui -+- CU2 -h duz + etc. -H arUr = o , 

ou oCr'U H- «r-i.Wi H- C»r-2.ï^2 H- etC. + Ê'Wr-i + OClh = O, 

à laquelle on peut réduire toute équation linéaire aux différences (finies) , d'un 
ordre quelconque , dont les coëfficiens sont constans ; et que l'on suppose 
Ax = i ^ u z=z (px , partant Um = (p{x H- m) ; en faisant a: = o dans u , on 
aura ï^ = Ç)(o), Wi = (p(i), u^=:(p{p) ^ etc. W;» = (p(//z), et la formule (1 7) 
deviendra 
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(p{m) = (p(o).(«r-ip'«-^«+'.A5-» +ajr-îip'»-^ + 2.t«-'+ett:. +ap^.aj-0 

(19)... 4- (p(Q).(t^r-3p'«-^-^^ar^ +ar-4P"'-'^^-«""'-*-etc.+^p'«-^«-0 

H- etc +^(r-l).â5p'«-''-^^af-' ; 

où m est la variable dans (p(m)^ à la place de laquelle on peut mettre x si 
Ton veut : et cette formule est l'intégrale d une équation linéaire aux diffé- 
rences (finies) d un ordre quelconque , à coëfficiens constans ; <p(o), (p(i), 
(P(q), etc. (p{r-'i) sont les r constantes arbitraires. En faisant (p(m) = y^my 
cette formule coïncide avec (i3) du n.^ Q06 pour le terme général dune série 
récurrente d'un ordre quelconque. 

La formule (17) s'accorde avec celle {B) que Laplace a trouvée au n.^ v 
de son mémoire sur les suites , cité ci - dessus. Notre analyse est différente à 
quelques égards , et l'usage que nous y faisons des dérivations rend les notations 
plus expressives et les développemens plus faciles. 

467. On a l'expression au + bEu + cE^u H- dE^u = Hu sous la forme 
a^u H- B'Au 4- c^A^'u -+- d'A^u = Vu, ....(qo) 

V étant une caractéristique ; et l'on demande E^u par une suite en Vu, 
V^u, V^u, etc. , dans laquelle E n'entre pas, mais A, A^, A^ , etc. 



Ce cas se ramène à celui du n.^ 464 , de la manière suivante. Puisque l'on 
a ici Vu égale k Hu, l'expression Vu étant ordonnée suivant Au ,^ A^u, etc. , 
tandis que Uu l'est suivant Ew , E^u, etc. ; en détachant les échelles et 
mettant E — 1 au lieu de A , on aura 

a' + ^''(E-i) H- c^(E-i)2 H- ^'(e-i)3 = V = H; (qi) 

et , puisque pour déduire ce ■+ €x ^ yx^ -h Sx^ de uEJ -+- CE^ + y E + ^^j 
il suffit de mettre o;-^ au lieu de E et de tout multiplier par x"^ ; on mettra 
a;~* à la place de E dans (21), on multipliera par x^ , et l'on aura 

^1^3 -)-Z^^(i— a:).x2 H-c'(i— x)2:c -H ^' (1—^)5 = 05 + ê'^*4-ya;2 H- j!r5. ..(qq) 
En ordonnant le premier membre suivant les puissances de x, on aura faci- 
lement les valeurs de a, 6*, y, ^ en a' , h^ , c', d^ , et réciproquement. 

Je reprends l'équation (5) du n.^ 464 , et j'en mets le numérateur sous la 
forme A^i^x —0^)2 ~|- ^1(1 -^a^x + C^x'^ , et au lieu de E je mets sa valeur 
1 + A . J'ai d'abord , en ordonnant suivant x , 

A' ^ 
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D'où , en comparant les termes , on tire 

A^ = u, 5^ = ffH-3« + «A, (?^=:y + QC + 3^-f-(e+3^)A^-^A2; 
et, en mettant d\ c^ Z^^ au lieu de leurs valeurs tirées de l'équation (22), 
le numérateur sera 

(i_a;)2^' H- (i-a:)a:[c' + J'A| H- a:^}^»' H~ c'A + ^'A^J ; 
et le premier membre de Téquation (5) du n."" 464 deviendra 
C(i _^)2^: H^ (1 - a:)a:(c' + J'A)) ,^^^ ^-^ar^V + V-^x^-'^V^ -+- etc.L 

Il ne s'agit plus que d'avoir le coefficient de x^. Or , ce coefficient dans 
{i^xYJ^-'^ est p^.oî-i — QD'"-».»-' +ç«»-2.^-i=:zA^p'»-^(5^-S w étant icî 
la variable par rapport à A, et A/tï = 1. Le même coefficient dans (1 —x)xV-'^ 
est p'«-/.a-^ — p'"-^^-^ = Ap'"-^^-^ ; dans {1 - xyJ^-^x'^ , il est 
A^P"*""^.^-^ j et ainsi des autres. On formera donc facilement la valeur de 
E'", qui est le coefficient de a;'" dans le second membre de l'équation (5); et 
en multipliant par u , on aura , pour l'expression cherchée , 
E^w=i^m= [b'n^-Koù-'^ -4- c^Ap'^-^-a"-' + d' ^'^u'^-'\x'^'^\*^^ 

H- {Z^^p'^-ô.^-S _4- c'Ap'"-^.^-^ -f- ^'A^p'^-S.^-Sl.v^i^ 
4- etc 

4- {c^p"'-^.^-! ^ d'^'^'^^'\oc-^].^u 

4- {c^p'«-5.^-2 ^ jiAp'"-5.^-2|,AVi^ ....(23) 

4- {c^p^-8.^-3 ^- ^^Ap^^-^ûj-^l-AV^z/ 

4- etc 

4- ^'D'"-2.a-^A2^^ 

4- ^'p'^-S.^-s.A^Vz^ 

4- ^^D^-8. ^-^.A^V^i^ 

4-#etc ; 

ce qui s'accorde avec la formule que trouve Laplace à la fin du n.® vn 
du mémoire cité.. Laplace a déduit de ses solutions plusieurs conséquences 
importantes , pour lesquelles nous renvoyons à son mémoire. 

468. En partant des formules sur les séries doubles , triples , répandues 

I i iii 
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dans cet ouvrage , on peut étendre aux suites doubles , triples , les applications 
que nous avons faites aux suites simples depuis le n.° 458 ; et, en associant à 
ces mêmes formules les théorèmes du n.° 445 , on peut donner aux résultats 
différentes formes, parmi lesquelles on pourra choisir celle qui sera la plus 
convenable aux recherches qu'on se propose de faire. 

En général, les principes que nous avons établis relativement aux échelles 
conduisent à généraliser plusieurs des théorèmes que nous avons trouvés sur 
les séries ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs lettres , 
pourvu qu'il soit possible de détacher les échelles ; car , si l'on avoit , par 
exemple, <p(«« -H ^»i -+- 7"- + etc.), il est aisé de voir , par le n.° 407, 
que cette expression n'est pas égale à ^(« 4- CE -f-yE- H- etc.) X « : ainsi il 
n'est pas toujours possible de séparer l'échelle. 

469. Voici encore un théorème qui donne des transformations utiles dans 
plusieurs rencontres. 

Théorème, a, h, c, d, e, etc. étant des quantités quelconques , si l'on 
fait l^a = b — a, ^'^a = c~ab+ a, ^^a = d-3c + 'ib-~a, etc.; 
on aura , <p étant une fonction quelconque , 

a(poi H- bj>,(poc.x + c^K(p«.x^ -h rfp3.<p«.x3 + etc. = ....(1) 
a<p(« + ?x + 7x2-Hetc.) -f- xAa. d. (p{cc -+- Cx -h y x^- -i- etc.) 
-f- x-A^a.:^^-:Ç{cc + €x-hyx^ + etc.) -+- x^A^a.:Q\(p{cc + Cx -h yx^- + etc.) 

-{- etc. ■ — 

Pour démontrer cette proposition , il suffit de développer le second membre , 
lequel, en ordonnant suivant x, devient 

a(pc, -h av.(pc,.x + ap^.(p«...a;^ + a^^. (pcc-x^ -i- etc. 

+ àa.v.(pcc.x + Aa.D.D.(pa.x2 + Aa.D. ç-.(p«.x3 + etc. 

-f. A2tf.ç2.(pa;.a;2 + à^a.-^^.-D.cpx.x^ -h etc. 

+ à^a.^^.(px-x^ H- etc. 
+ etc. 
Or, à'cause de a -t- Aa = è, « -4- Q Aa + A^« = c, « + 3A^ + 3A^^^ 
_l_ A^a = ^ , etc. ; il est évident que ce développement se réduit à 
a(pcc -h bv.cpcc'x H- c^^.cpoc.x^ -h d^\(pcc.x^ + etc. 
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470. ConOLLAiRE. Par le n.° 36g la formule précédente (1) devient aussi 
aCPot + bi>.(po6*x -H cç2.(p^.^2 ^ ^p3.(p^.x-^ H- etc. = •••(2) 
^(p(cc+ Cx + yx^ + etc.) + xA^-ô.^(« + S'a: + yx^ + etc.) 

+ x2A2^.Ô2.^(^+g'x + ya:2+etc.)4-a:5A5^.^5.^(^^g»a: + ya:2 + etcO + et 
où c) n'affecte que a?, qui varie de la constante d:r. 

471. Exemples. Supposons que ce -h- €x -h yx- H- etc. se réduise à un 
binôme : soit, par exemple, (p{oc + Ca; -H yx^ H- etc. ) = (oj + 6*0:)'» j on 
aura par la formule ( Q ) 

1.2 1.2.3 

= a{cc + ex)^ -I- A^.77z(^ + Cx)'»-ig*x + A^a. ^^^^^^ (cc + Qx)'^-^C'x^ 

1.2^. 

+ A3..^iÇi=l)i!!!r:fI(,+ f,).-3^3,3 + etc. ....(3) 

De là on tire , en faisant m = — i ^ ce ^ ^x = i — cr, 

a -+- bx -h- cx^ 4- dx^ -+- ex^ + etc. = ... .(4) 

a L^a.x lS?a.x'^ iS^a.x^ 

et si Ion fait x := -h 2« , (^ -f- ^x)"^ z= (1 h- z'*)~i , et qu après le développe- 
îjient on multiplie tout par z"" , on aura 

az^ — bz^+'' ■+■ cz''^^'' — ^^'■4-3« 4- etc. = > ....(5) 

2'" ( ^ Z"^ , Z^« , ^ >2î^" ) 

\a — Aâ5. — ; h A 2^. ^ — A5^.-- — ; --r- H- etc. >. 



l+Z'^^ ' 1+Z« •(i^.^'^jS '(l+2'')3 

De là on tire, par exemple, 

log(i -\-z) ■= z — ^z2 +^23 — iz4 + iz5 — etc. = . . .(6) 

-^ ^4 

+ 17— 7— rr -H etc. 



1+2 -(i+z)2 ' 3(i^^>)3 4^1+^)4 

Si dans ( 3 ) on suppose (^^=1, 6*= — 1, a:=:i, a = i, è= ^- , 

_ (;. + .)(;.+, + ^^(;^ + 0(/^ + ^+r)(;>+.+ .r) ^^^ ^^ 

aura A« = ^, A = a = 4^^, A3^ = ^^^^l^i^Ili^ , etc. Donc 
la formule (3) donne, dans le cas de m entier positif, 



^^f r'iF'^^^W^^ 
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p^t (p + ^X;^ + ': + r) m{m - l) (p-\- t)...{p+t + ar) m{m-i)(m-'i) 

1 j— WH t{ù + r) 1 . a l:{t + r){t: + ar) 1 . 2 , 3 

-Hetc.=(i-i)'»-^'»(i-x)'"- 4-ÇiZ_-^-f-^(i-ir- + etc. 

_ _^ ;?(;P - r)(;7-2r). . . .(p -mr+r) _ ... .(7) 

:: t{t-irr){t+'2r) {t + mr-r)' 

car tous les termes du second membre, le dernier excepté , disparoissent, 
parce qu'ils sont multipliés chacun par 1 — 1=0. 

On peut consulter, sur l'usage des transformations ( 4 ) et (5), le chapitre 
i."dela seconde partie du calcul différentiel d'EuLER ; et l'on voit combien 
d'autres formules particulières du même genre on peut tirer de notre théorème. 



472. Nous nous proposions d'ajouter des applications du calcul des déri- 
vations aux fractions continues , aux éliminations des inconnues dans les 
équations, et à d'autres objets; et de présenter des réflexions sur les opérations 
analytiques considérées en général. Mais cet ouvrage passe déjà les bornes 
que nous nous étions prescrites , quoique nous ayons supprimé beaucoup de 
détails et d'exemples qui auroient pu faire ressortir l'utilité de nos méthodes 
et de nos formules ; et nous nous voyons foi^cés de remettre à d'autres occa- 
sions la publication de ce que nous avions préparé sur les sujets dont nous 
venons de parler. Nous sommes bien éloignés de penser que nous ayons 
parcouru tout le champ d'applications et de recherches qu'ouvrent les méthodes 
de dérivations ; et il nous paroit que ce n'est pas trop présumer de ces 
méthodes que de dire avec Newton : Eu his via ad majora sternitur. 
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